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Nova methodus, aequationes differentiales partiales 
primi ordinis inter numerum varıabılıum quemeunque 
propositas integrandı. 


(Ex ill. ©. @. JS. Jacobi manuseriptis posthumis in medium protulit A. (lebsch.) 


Reductio problematis generalis ın formam simplieiorem *). 


l. 
a 
‚Jit I funclio quaesita. sint gı- Ge»... Y„ Variabiles independentes 
alque P1= Pr» --: P,„ Aifferentialia parlialia ipsius I secundum - 9. ...9 


Problema de integralione aequalionum differenlialium parlialium primi ordinis 
inter numerum quemeunque variabilium hoc est: 
Data aequatione inter quantitates V. Yı= Gar ::: Gm: Pır Pr. p 
ipsam V ut functionem ipsarum gı=- Gb» --: Q determinare. 

Supponam aequationem propositam ipsam funelionem quaesilam | non 
continere.  (Quoties enim continet. problema ad alind revocari potest. in quo 
numerus variabilium independentinm unilate auelus est. sed funelio ipsa in- 
cognita ex aequalione differenliali evasit. Introdueta enim nova variabili f. sil 





=, 
eril 
re 
cl og, tcq, j og, ie 0, 
QJuibus valoribus substitutis in aequalione inter } et quanlitates 1» WG»... Qu. 
Pı- Pr --. P„ proposita, prodibit aequatio inter variabiles independentes /. 
Yı= De... u, alque differentialia partialia funetionis MW” secundum variabiles 


illas sumta, ipsam functionem W non continens. Hine. quia numerum varia- 
bilium independentium m quemcungue assumsimus. concessa est supposilio. 


aequalionem differentialem propositam funetionem incoenitam non ceonlinere. 





*) Epitomae paragr aphorum ı in ipso manuscripto praeter p: aragrapl os 66, 67 non 
inveniuntur. (@uae tamen in usum lectoris, ut longioris commentationis decursus facilius 
perspiceretur, adjiciendae videbantur. C. 

“*) Significandis differentialibus partialibus signum charaeteristicum — 6 —, signi 
ficandis completis signum — d — adhibebo. (Juod bene tenendum est. 
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Fü 


Problema sub ea, qua in sequentibus utatur, forma proponitur. 
2. 
Si functio incognila ipsa aequationem differentialem partialem propositanı 
non ingreditur, problema maxima generalitate sie enuntiari potest: 


/ ’ropostta exrpressione 


pıdg, "pndgq: + Ppndgn; 


si data est aequalio inter quantitates ei re 
‚nvenire m-1 alias aequationes inter easdem quantitates, e quibus quanli- 
fales pı= Pr» - -- Pu tales prodeant functones ipsarum Qi» Gi= =: : Gm, Mi 


expressio proposila 
pıdgı + prdg ++ pdg,. 
evadat differentiale completum d\. 
Ul expressio 
pıdq s pdg: ++ Ppudg. 


m(m—1) 


sit differentiale completum, satisfieri debel — 5 aequalionibus eonditiona- 


libus hoc schemate contenlis: 
f op; / op, N 
\ ©q ) \ 5.) ı 
in qua aequalione indieibus ö et k valores 1, 2, 3. m \ribui possunt. vel 
ul aequaliones tanlum inter se diversae oblineantur, indiei ö tribuantur valores 


I. 2. 3. ... m—1 et pro singulis ipsius © valoribus tribuantur indiei % valores 


lanlum ipso ? maiores. 
In aequaltionibus praecedentlibus quantitates p,. p»- 
consideralae sunt. Quod quoties fit. differentialia 


- Pam ul funetiones 


ipsarum Li» Dr ++: Gm 
parlialia illarum quantitatum unecis ineludam. sieuti antecedentibus factum est. 


Conditionum integrabilitatis forma prima exhibetur. 
3. 
Negolium, quod suscipiam, primum est transformatio aequationum con- 


ditionalium. Quippe quas ita exhibeamus, quales fiunt, si non ut anltea omnes 


Pı= Pr» ::- Pm ul ipsarum >» Ga» -»-- Q. funcliones consideranlur, sed 
pı ul ıpsarum PD» Pa» Pıs Ps> === Ps Gıs Das - =: ms 
P: ut ipsarum P3s Pas Ps3 - :* Ps Ars Ars: Im: 
pP; ul ipsarum Bd ae ir: es 
Pm_ı ul ipsarum Pas Ss Uar : :- Da; 


P„ ul ipsarum . /UE Per 5 





a 2 Die A 
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[unetiones. Ad quam suppositionem referam sequenlibus differentialiones per 
| | 


paries instituendas. nisi aliud disertis verbis statutum sit. aut differentialia uneis 


inclusa reperias,. quo facto semper innuilur. omnes pP. P- -.. pP, lamquam 
ipsarum Qi= =» - - - Gm functiones speclari. 
Sysiema primum aequationum conditionalium. quod respondet valori 
1. hoc est: 
[oe ) (Pr) (2: (op; \ F op, ) (> \ 
. ei . . . . 2° 
\G 4; ( q 34.) G oq, ) \ ( Um 
Juod e supra slalulis sie represenlari potest: 
op, | EP: ) ED ( op; Pi; ep, Es op, (SP: | 
ep, No? op; G q, OPm ‘09, 09, 9q,/ 
op, (2Ps )- m 4 c en ( >); op, { Op, \ 
en ER op, 10,7 0, Nö? 
op. (in), u a) OP, (OPm\ , Op, /OPmN 
op, ee op, O4m OP gm / gm \3q, . 


Quae aequaliones per aequationes conditionales in has transformari possunt: 





op, op, .)+3 ar (See) | a (2P. ) op, (EP: \ 

op, \9q,/ og, Im NOgm 09, öq,/' 

op, (2Ps )4 za), )- | op, (EP: ). op, a \ 

op, \0g, op, \0q, OPmn “OGm 09, O 4: je 

o ’P, (Pi) Pi ı op, (Pr) | | e op, (ap -)- i op, 3): 

op, 7) | fie on) | OP \Ogm og, 

EP, (EPm\ | op, an), Fu op, 55) ‚u (R 

Op, ee} EN op, (a OPm (37 Im G q, ) 
Multipliceemus aequationem 2°". 3". ... (m—1)"" per Zar, Pr, ... Pr 

op, op, OP 


et productarum summam deducamus a prima: multiplicemus aequalionem 3 


an i am op op © ) 
4", ... (m—1)"" per pe Ps et productarum summam  sub- 
op, op, OP 
ducamus de secunda; multiplicemus aequationem 4”, 5", ... (m—1)"" per 


op, OD op; 
op,’ op,” OPm 
Quibus patratis aliud eruimus systema aequationum. sysiemali primo aequi- 


el productarum summam deducamus de terlia: et ila porro. 


valens. hoe: 


Ye 
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1.) PıL_M_, MP 9m | MPı OP: , OP OP. \ ._Pı__: 
IT ap 9 op, m Op, 0, 5,0  MPm Öl 
| 2 U. OR Er ee PR 
| 09,  ©p, 99, 04 op, 9, OPm Gm al 
31 MM , Mm MM, = op, , OP, Op, . op, _©p, 
ap, 8, op, 9, "op, mo,  OPm gm 
p__P MD, _ Ps SPı __9p _op, op. 
| 09, op, 9q,  ©p, 9q, OPm gm 0q, 
| 73, m _m , Om _ Om Om em mm, dm 
} op, 04, Op, 9, Op, dq, Op, 0q, OPm  Ogm 
A. \ , op, _ op; op, ü oo op, op, op, 
| Oq u 0, OPn OGm og, 
na) Am Bm... _ OP Pi Op OPm— 
Ta a  OPm-ı Ögm-ı m Ögm 
m mi Öp _ öpm 
| gm —] Op, o Um o 4, 
1.) Pı_Pn_, Pı _Pn | + OPm , Op pm 
Br Op, 9, op, 94, OPm-ı OYm-ı DPm ÖGm 
op, i OPm 
gm og, 


E quibus aequationibus differentialia parlialia uncis inclusa evaserunt. 


4. 
Systema secundum aequalionum conditionalium. quod respondet valori 


= 2%, hoc eg: 
(EPs n): op; op; op, a op, en), 
Er (de ): (u Yen (2), (u) = ec 
Desigenante # quemlibet e numeris 3, 4, ... m, aequalio 


Op, 
= 








sic etiam exhiberi polest: 


Op; (EPs ‚0p, (op, 2)+- wen op, Pr) op, a (22 


ur; n n r r 
OPm “O9, cg; 0q, 








öq,’ " Op, \dq, 


(Zee) = (2), 


09; 








quae adhibendo aequationes 





“ 
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in Ba abit: 


OB (2): OP: en I; Op, Bi )+3 op; fOPiN\ 
04,7 ©, (Ei, gm \2g / 
Si Kt 1", 2", ... (m—?2)“" vocamus, quae ans eX aequalione 
praecedente loco k respective ponendo valores 3. 4. ... m, multiplicemus 
4 Ydiarıı >. f ‘“).\lıımn op o ), Op 
aequationem gem 5 EEE | =>) yo per ze. 1 a _ el produelarum 
op, cp, OP 
summam deducamus de prima: multiplicemus 3°". 4°"... m—2)"" per 


f 


DD op 0» 
ri a produelarum summam deducamus de secunda: el ıla 


op,’ Op,’ OP 
porro. Eruelur his Iransactis systema aequationum hoc: 





1.) ep; op; op; op, op; OP; OP: op 
PR op, 094,  0©p, oq, op. 64, op, og 
op OP, 0 EPs OP; op, Op; op 
04, 0p, 64, 0p, 04, OPm Bgm eg 
PRuaL 70K) TORI. ":) TRIRR:) 7%R, Fr 2 7ER 2 
7 J J y e) y y 
op, 04, op, 0q, op, 09; OPn  Oqm 
| Op, Op, Pr op, Op; op 
Fr 4 : 
og, op, 04, OPn OGm og 
(B. 
m 3) Pr Pn—ı , OP, pm OP, Pu-ı , 6m ©p, 
ii ee a eu . u BE Br. - hr. 
u op, 9q, op, 0, OPm—ı OIm—ı OPm Um 
op, OP | Op, op 
Ogm 1 OP 09 2G 
[2 n\ a r en en 
m )\ op, OP OP, OPm op; OP OP; op 
\ u. ) d 2 a T Fu I u v , 1 a E N ac T rn n 
op; 09, op, oq, OPm ı € Am 1 OPın [ 4 
op, C} 
O4, og 


Quod aequationum systema e praecedente (A.) eruitur. si indices omnes unı- 
tate augentur, quantum fieri per limites indieum potest. 


Prorsus eadem ratione demonstratur generalis aequalio: 








Op; Op; OP; OP . Op; OP; op; op, 
Emo Frag ur "re "Tee PER. 
(@a.) N - i « Zen 
op, Op, Op; op, ©p; op, Op, op, 
OP Prrı rn Man Mr Mn 9; 








. 
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ın qua i designare polest unumquemque e numeris 1. 2. 3. ... m—1 alque 


pro singulis ipsius @ valoribus designare polest % numerum unumquemque 


ipso 7 majorem usque ad valorem kA = m. Quae igitur aequatio veneralis 


m(m—1) ’ : ) 
ampleelitur numerum -——,—— aequalionum inter se diversarum. quae e lotidem 


op; op 
a) 


xequationibus 





derivalae sunt. 
De forma usitata conditionem integrabilitatis er ea quae proponitur derivanda. 


6. 


Vice versa ex aequalionibus (a.) dedueci possunt aequaliones condilio- 


( es > EN 
30,7 Na?’ 


sive demonstrari polest Iheorema sequens: 


nales inilio propositae 


Theorema I 





Supponatur: 
pı functio quantitatum Pr» Ps» Pas Ps* =: Pur ir Das >: Gm: 
pP: - - Dr A ri 
P; - - ei Be ar A 
Pi ” - Di ir er 
p, - - Gas + 
quae tales sint functiones, ut habeatur identice: 
OP, ,) Mm OP | m mr Op; Op, 
P=- tg tat 
Mm _ m m. dm an 
| 0q, OP, dr MPı.n Mrs op, 9, 
designante i unumquemque e numeris 1. 2. 3. ...m—1 et pro singulis ipsius 
’ valoribus designante k unumgquemque e numeris i+1. i+2. ... m, unde 
m(m—1) 





numerus totns aequationum est — 5; —: erunt aequationes illae numero 


2 


—- conditiones quum necessariae lum sufficientes, ut eapressis 


m(m—1 
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omnibus Pı= Pr» --- Pu per quanlitates > G:> --- Yu. exwpressio 
pıdqı + prdg: + pdg,. 


ervadat differentiale completum. 


Forma secunda conditionum integrabilitatis. 
T. 
« ... 2 . . . « 
Conditiones illas esse necessarias antecedentibus comprobavi. quippe 


quas locum habere demonstravi, quolies expressio 
pıdq + pdg. +" p.dq,. 


differentiale completum sit. Jam demonstrabo easdem conditiones esse suf- 
ur re ) m(m-—— 1 
fietenles, sive quolies aequaliones illae numero = loeum habeant. ex- 
pressionem 

pıdg = pdg- + pudg, 
esse dilferenliale completum. 


Posito k = m, vr proposita Äit: 








| % m we; (em op; OPm \ PP op 
1.) © )- _ a a a Ei ) | 
| 24, öp;,, (39, Op; ;2 NOgzr: op„ N 0q„’ 04 
Uneis rursus ulimur, Si 91» Pr»... pm ul solarum gı- G= - -- q,„ funetione- 
h es OPa OP 
speclamus, unde pro ipsa p,„ perinde scribi potest In sive (> )- 
09; og 
Posiio k=m—1., fit: 
0 Pac, Di Pa-ı Pi Pi, Pi EPn 
09; oP;,, 04;-ı OP; > 04; ,: P,. og 
op; op, op; 
og, i op, öq, 
we RE UIE i ; I .. OP | 
Cui aequationi si addimus aequalionem (1.) multiplicatam per 7 prodil 
O In 
(2 (0) (Pe ') op; (>> ) op; > Y) op; wi I \ 
\w.) A Ass age m. - ni 1 | —— RER 2 
09; OP;;ı Irrı OP; 42 “042 Pu Un 
© P; 
4... 
Posito k=m—2., fit 
0 . we OPn— . op; Op re e op; OP m—2 \ ev rn 
09, OP di MDiga 2 OP m gm 
op: OPn_n Opi Op. OP; 
cq,, N Op, f 04, f op, og, 








S 1.6.4. Jacobı, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. 


f , o In—? . \ 
(1.) per ne el aequalionem (2.) per 
d PD. Ge? 


Uni aequalioni addo aequalionem 


mulliplicalam. prodit: 


Pm—1 
er 7 (Pr 3E ep; (Por ) - ep; (Pa > FRE ep; (Pr 2\ 
04; - OP; ‘0Q;.17 OP. og; 5 op, öq,/ 
op; 
[4 4, 


Ki ıta continuando. demonstras aequalionem generalem: 


r 


\ r epr | op. op, cp; op; op; cp E 
BL Eee Der N eBER FE Bee Ze 


Sog OP: .» NOQ;,»? op, N 0q, 
op; 
a4, 
in qua 4 valores omnes induere potest m. m—1l. m—2. ... usque ad ö-1. 
Unde. si ipsi © rursus valores 1. 2. 3. ... m—1 tribunntur. numerus aequa- 
tonum (b.) Mil ur nad | 


Forma tertia quae est usitata. 
S 
Ex aequationibus a.) theorematis I. deduxi tolidem aequationes (b. 
lam ex his deducam aeqnationes 


er) = ( PPAN 
og, \oq. / 


x 
. 


juarum idem est numerus. 


Supponam. pro omnibus numeris et %, qui dato numero ö maiores. 


ipso m non majores sunt. jam probatas esse aequationes: 


d m ; op ” 
(30) ar) 


Duarum ope aequatio (b.) transformari potest in hane: 


rn n S \ 5 E r 
0 / oP; | op; de 3 op; / OP; o\ op, ( op, \ 
\ en Mg c cr ai; rn T Fr \ “ T er u = ur 
N © q: op; og, op; “Dt, 04, OP og, / 
op, 
og, 


juae eadem est alque haee: 


OP, LP. 
0 (I P), 
09; og, 


In qua. si placel. etiam k =: ponere licel. quippe quo casu identica fit. 
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Valentibus igitur aequationibus (b.), si aequatio 


(2er) (Pi) 

oq,/  N\0g, 

comprobala est pro omnibus ipsorum et k valoribus i--1. i--2....m. 
eadem valebit pro omnibus ipsorum Ü et k valoribus i, i--1. ... m. 


Si ponitur ©=m-—1, in aequatione (b.) ipsi k unieus convenit valor 


» —= m. unde fit illa: 


9) ; : ( ee. | N OP m l ( OP m ) OPm E. 
OGin- ji OP m Om Om 
sive 
0 B“ OP m ) (=2= j 
Ogm-ı/ N Om 


Valent igitur aequationes (e.), in quibus k > stalualur, si ö=m-1. Unde 
ex antecedentlibus valebunt etiam, si öi=m—2: unde ex antecedentibus valebun! 
eliam. si ö=m-— 3, el ita porro; sive valebunt aequationes (e.) pro omnibus 
ipsius ö valoribus m—1, m—2. m—3. ... 2. 1. 0. D. E.  Comprobatis 


aequaltionibus (e.), sequitur. expressionem 


Pı dqı a P: dq: - fit + Pn dq,. 
differentiale completum esse. 
u m(m—1) ia 
Systema conditionum —-,—-, quibus satisfieri debet, ut expressio 


praecedens differentiale completum evadat, sub tribus formis (a.). (b.). (ec 
exhibuil. (Quarum forma (a.) ad solvendum problema propositum sive ad 
determinandas funeliones 9. P:» ..- P„ Quae expressionem illam differentiale 


completum efliciant. prae ceteris idonea est. 


De integrationibus quas e forma prima conditionum integrabilitatis solutio problematis 
propositi postulet. 


9. 


His praeparatis. iam integrationes transigendae accuratius deseribi pos- 


sunt. Redit enim problema in determinalionem funetionum pP» Pa» --: Pu- 
quae aequalionibus (a.) satisfaciant. Ipsa quidem p, ut funetio ipsarum ps. 
Ps= ==: Ps Is P> =: Gm per aequationem differentialem partialem pro- 


positam data est. Deinde ponendo in (a.) «=1. k=?2, determinatur p, ut 


funetio ipsarum p3» Pis ==: Ps» Qı> Pr» - -- Gm per aequalionem: 
Journal für Mathematik Bd. LX. Heft. 2 
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(1.) pP _ MP _MP MP, _Pı Pr _ ZUR u op, 
Pr 09, og, op, 09, op, og, 0. FT F IPm gm 
Rs op, op, +. Ö Pi OP, dee Eu op, Op, B 








09, op, 94, op, gm OPın 


Quae est aequatio differentialis partialis /inearis, cujus nota est integratio. 
Inventa functione p,, quaecunque aequationi praecedenti salisfacit, ponamus 
in aequationibus (a.): @=1, 2 atque k= 3, prodeunt aequaliones: 

















OP, __ Ps _Pı EPs _ OP ©; OPı OP; 
0, 6 6,6, OPm gm 
| 1 Op, Op, , OPı pP; op, Op; 
9. an op, i 04, Op, Im OPm ” 
om _ _ OP: MP; _ OP, OP; ,__ Mr OP; 
0, 0, Op, 0, pc OPm dm 
Op, OP, , Op, Op op, © 
+22 4. Pı op; "te + - Pr OP: , 
4 op, 04, Op, gm OP m 
Si funelionem p, non ut ipsarum P3» Ps» : = Pms Qu Ges >: Gm; sed 


substiluto ipsius p, valore per integrationem aequationis (1.) invento, sicuti ipsam 
P>, ut funetionem ipsarum P3» Pas --: Pns Yıs Gas > Qm eonsiderare placet. 

ai ’ op u 
multiplicetur aequatio posterior per = et priori addatur. Quo facto obtines. 
si p, et p, ut functiones quantitatum reliquarum spectantur: 


p 











OP, _ OP, _ Op, Op; _ Op, Op; 2... 0P, OP; 

04, gu Op, ©, Op, og, OPm Ödm 

Op, Op, , Op, Op, | op, Op, 

RE: Ta an a Tg Apn” 
| OP, _ Pr _ Mr MP _ MD; Pr _,,_ Pr Ds 
9 Mo AP, 9 ÖPm gm 








Quarum aequationum altera ex altera invenitur indices 1 alque 2 inter se 
permutando. Binis aequationibus (2.) sive (2.*) ipsa p, ut functio quantitatum 
Par Ps» ==: Pms Qıs Ps»: m determinanda est. 
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10. 
Inventa per aequalionum praecedentium integrationem etiam funelione p;. 


ponatur in (a.) i=1. 2, 3. alque k—=4,. prodeunt aequaliones Ires sequentes: 








op, op, _ CP, op, _ OP, op, ep, op, 
oq, eG 00, cp, 0g, OPm Ogm 
1. cp, op, , CPı OP, TER cp, cp, 

og, cp, 0q,0p, OAm OPm 

op, op, Cop, Op, ©, Op, op, Op, 
B \ cq, 04, cp, 04, op, og, OPm O(m 
| ı OP, CP, , OP: OP; TER op, OP, 
09, Op, 094, Op gm OPm 

op op, OP, Op, Op, Op, op, Ep, 
og, 04, op, 9g, op. 0q. OPn 0. 
CP; op, OP; op; RE OP, op, 

cq. op, og op, | - OGm OP 


Si substitulis ipsarum p, et p, expressionibus per integrationes iam Iransaclas 


inventis. omnes {res pP. Ps, pP; ul solarum p4» Ps» -:: Pu» Gi» Ger: g 
considerare et ad hanc suppositionem differentiationes per partes referre placet. 
h op, Es 
primum aequalio terlia per E} multiplicala addatur secundae. prodit: 
op 
Op; op, Em 0m MP, op, Ep, 
oq, 09, op, og, OP. 09 OP Od 
op, op, op, op, 
04, Op, dm OP 
| Kies op, h ’ | 
Haec aequatio multiplicata per ——- et tertia aequationum (3.) mulli- 
OP; 
op; 





plicata per ——- addatur primae. prodit: 
Op 


3 


OP, _ MP, _OPpı Op, _ Op, Op, op, op, 
og, 090g, op, 04, cp. cq OPm Ogn 
op, op, op, Ep, 
09. Op. gm Pin 
Determinanda igitur est p, ut funelio ipsarum Ps» Por ==: Ps Gi» Wer: 9Q 


quae simul tribus sequentibus aequationibus salisfaciat, in quibus p,. pP: P; 
sunt functiones ipsarum Pi» Ps= ::: Pas Gi» Ja= + Gm, Quales per integraliones 
praecedentes determinatae sunt: 
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op _ PD _Mm M, 


’ EN En zen ER 
og, og op, 9% Op, dag, OPm OGm 


Br A oPı Ps 


u 5 .».. we En nn EEE fe 











09; OP; Om OPın 
or, _ 0, op, OP, cp, Ep, op, Ep, 
zn (9 0, op, 04, cp, 09, OPm Am 
OP; OP , ,..ı Pr OP 
r n I I r r ® 
04, cP, Om OPm 

. " Lat " n an nn 
DPD, _ MD _MDs Di _OPs Pi _,._ Wr Ps 
04, 0, 0p, 04,  ©p, 04, OPm Ogm 
Ps Ep, op, CP, 
04, op, | Ogm OP 


Quae aequaliones tres plane similes sunt et commutando indices 1, 2. 3. aliae 


ex aliis obtinentur. 


Aequationes differentiales partiales lineares simultaneae, quibus ad singulas 
quantilates p eruendas satisfieri oportet; quae formam quartam conditionum 
integrabilitatis constituunt. 


11. 
Sie pergendo, determinalis p,. pP» --:- Pi, ut funclionibus ipsarum 
Pi» Pia» === Pms Jıs Js ::: Gm, generaliter determinanda erit p;,;, ut functio 
ipsarum Piras Piss === Ps Is 9» (. per aequaliones sequenles, quae 


sunt numero ?: 


















































op _ Pin m Pirı Op Pr _,,__9 Pis 
q,. 1 r‚ 0q, Op; 1 og, -1 op; r2 99; 2 Op, og, 
1: OP;.ı ig op OP; .; 
09; 2 op; H2 | og, of m 
OP R. OPp;:ı ”s op, OP;:ı u op, pP; m Op, OP. 
09; l 09, op; 1 og; -1 op; i 09; 2 Op, Im 
0.) u 
,_9P, Piz op, Op;;ı 
Ä 04,1% op; H2 * 7 04, OP 
op; er OP;zı Op; OPp;.ı E; op; op; sr Op; Opzsı 
04; +1 04; Op; ;ı dg;,, OP;ıa 09,2 Op, 04, 
Op; OPp;ı Op; Op;,; 





-4 





09; +2 op; +2 og, Op, 
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Aequationes («.) constituunt formam guartam, qua exhiberi possunt eonditiones 
integrabilitatis expressionis p, dg + pda" -+p,„dq„. E qua forma haee col- 
ligis. Data p, ut functione reliquarum quantitatum per ipsam aequationem dille- 
renlialem parlialem propositam, invenitur p, per integrationem unius aequalionis 
differentialis partialis linearis inter 2m —1 variabiles; deinde p, salisfacere debei 
simul duabus aequationibus differentialibus partialibus linearibus. quae singulae 
sunt inter 2m — 3 variabiles; deinde p, satisfacere debet simul tribus aequa- 
tionibus differentialibus partialibus linearibus quae singulae sunt inter Qm-—-d 
variabiles, et ita porro. Ae generaliter, inventis ipsarum pı> Pr: p; ear- 
pressionibus per quanbitales p;.1» Pia» -»- Pn> Yıs G2> -:- Qu determinatur 
pi;ı per i aequationes differentiales partiales lineares, quibus singulis satis- 
facere debet et quae singulae sunt inter Am— 2i+N1 rvariabiles. Numerum 
igitur variabilium in invesligalione cujusque insequenlis funclionis duabus uni- 
tatibus minui videmus; numerus quidem aequalionum, quibus simul salisfacere 
debet funclio quaesila, pro quaque insequente funelione unilate ereseil,. sed 
hanc integratlionem simullaneam, a qua abhorruisse videntur Analystae. non 
tanlis dilficultatibus impedilam esse infra patebit. Atlamen antequam ipsam 
aggrediar integralionem istam simultaneam, conditiones integrabilitalis sub aliis 


adhue formis exhibebo. 


Theorema de forma conditionum integrabilitatis maxime generalt. 
12 
ud. 


Si loco ö-+-1 seribimus % alque per ö numerum quemlibet ipso A minorem 


denolamus, aequaliones («.) sic repraesenlare licet: 


Op; OP; OP, OP: Dr . MP MP, . Op; Op, 
(@.) | a Par dr Maya m op, 04, 
Op, OP; OP, op; Op, Op; Ep, 
og, | Ogyyı op, 1 09 2 op, 2 04, ©P,, 
In hac aequalione est p, functio ipsarum Pyrı> Paras == + Pas Is Pas ==> Gm: 


functio autlem p; praeter has quantitates etiam ipsam p, continel. lam vero 


patet, expressionem 











Op; OP, Op; OP; 
Op. O4 0g,. Op. 
: 2 r op; I; i r : 
»andem manere, sive in formandis .’5 differentietur etiam quatenus 
ke kr 


Ps Qu A pP, implicantur, sive tantum, quod in aequatione praecedente sup- 
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positum est. quatenus in p; explicite praeter p, inveniuntur. Priori casu enim 
accederent termini se invicem destruentes: 
op; ‚Op; Op, Op, OP, 


Op, \ op,,04,. TR OPy 





Praeterea. si ipsa p; differentiatur secundum q;, eliam quatenus q; implicatur 


» * . . . * * . . P; 
ab ipsa p,, quae in expressione ipsius p,; invenitur, scribere licet — loco 
N Pı ! y og, 











cp op; OP, _ 
+ ——:  Unde aequationem praecedentem, si et p; et p, tamquam 
og; OP, og, 
solarum Prsı= Prior == Ps Qi Dr: Qu functiones consideras, sic exchibere 
lieet: 
op,  ©Pp; 
( P.) E% - > , - 
04; og, 
op; op, | op; op, op; op, 
op, 11 04, +1 | op; 12 og, +2 | | OP, O4, 


op; op, op Op, Op; Op, 











ur Prrı rn Mrs: 04. OP, 
Ordo. in quem variabiles q et quae iis respondent p disposuimus., indicibus 
subseriptis indicatus. prorsus arbitrarius est. Qua de re in formula praecedente 
3.) variabiles g;, qg; binae quaelibet esse possunt e numero variabilium g. 
el rsı= Fri2s >: Gm Aliae quaelibet harum variabilium ab illis duabus diversae 
el euiuslibel numeri,. qui lamen numerum m—?2 superare non polest. Sta- 
iuendae aulem sunt a g;. q, diversae. quum in formula (.) suppositum sit 


;  ideoque i inter numeros k+1. k-+-2. ... m non inveniatur. Habemus 


ioitur Iheorema sequens: 


Theorema Il. 

Smt Pi» Pr» -:- P„ eiusmodi functiones ipsarum Qi» Ga- ::: Q, ul 
erpressio pdg+pdgp-+ + +p.dg. sit differentiale completum: si binae 
quaelibet p; et p, exprimuntur praeter qQ1» Ga» ::: Q_ per alias quasdam 
e quantitatibus p a p; et p; diversas, p,, p„ ele. quotcunque placet, id 
quod infinitis modis licet, alque differentiationes per partes institwendae ad 


hanc repraesentationem referuntur, erit 


op, op; op op, op; cp, 
4, 0 Ep, 6, Ep, &4, 
op; op, Op; Op, 





04, op; 04, op, 
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.“r 


Neque necessarium est, ut in theoremate praecedente p, alque p, easdem au! 
eundem numerum quantitatum p conlineant; casus enim, quo functio datas 
quantitates continet, eum ampleclitur, quo funetio aliquas harum quantitatum 
vel omnes non involvit. 


Theorematis antecedentis demonstratio direeta. 
13. 
Theorema praecedens facile eliam directa via dedueis ex aequalionibus 
op; Op, dam . : . E08 . 
(F) & )- Primum enim probari potest. in formula proposita expressionem 
ad dextram immutatam manere, si differentialia secundum g;, Qu: -.. sumta 
uncis includantur, sive esse 
op; op; OP; Op, u Op; op; (Pi 
\ Op, 09, e Op, öq, Ex \ ap, 09, )+ Op, (3) 
22 Op; op; Op, op; . nu (e % Op, / (Ps \ 


| op, q, op, öq, 09, op, (39, 


Repraesentemus enim aequalionis antecedentis dextram partem hoc modo: 


ss ; (Pr) _2  OPx 1 (Pi) 
2 0p, Ne’ 7 op, Noq,/ 





subseripta 4 indicando, summam ad omnes valores A, uw, ... extendendam 
esse. Erit porro: 
(Zpr) — Pr | zEPı (Pr), 
04,/ 009, «OP, 09 
op; OP; , — OP; (EP) 
04’ 6, #op.Nog?’ 
subscripta 4’ similiter summam indicando ad eosdem valores 4, u, ... extendi 


Hine prodit 





E (a): op; ie 577,3 Op; Op, Ep, Ep; 








ra 69, 09, Be ie ap, ©q, | 
u dt sn (Are) sonen) 
® ı 4 „ Op. 09, ) 


| Op, x; Op, er 


2% op, Op, 99, 1% Op, Op 





sr Op; OP; (Pr P2) _ _r Op, OP; () 


Indieibus 4 et 4’ quum omnino iidem valores convenianl, A et A’ in duabus 
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summis praecedenlibus inter se commutare licet. Quod si in posteriore facimus. 


expressio antecedens fit: 


xr op, OP, | OPy r)_ (Pi )!. 
% 


ia OP, op, | og, 09; 





juae est expressio evanescens, quia 
“, )= ( © PN 
og, = 34,7 


Unde aequatio (1.) comprobata est. 





lam ex aequatione (1.) sequitur: 
\ 7 





op; op, op; op, 
Ö P; og, OP, og, 
op, EP; Op, op, 





| op, 00, 0P,04, 
OP; (OP;\ , OP; °P, 
= & ) ' op, u 
op, ro; ) op, (Era \ 
op, \ög w Op, 09; Be 
PN EP; /ERN 
era 
op, 6 P; 
7 4. E77 
0.D. E. 


formulis (?.) ponitur ©. atque A loco #. patet e formulis illis sive 
Tier . 





sı loco k 
e Iheor. IL. in formulis (e.) esse p,. pa. . .. p; tales ipsorum gı. Ga»: . Gu- 


Pin» Pie >: pP, funcliones, ut inter binas earum p,. p, locum habeat aequatio: 














op, op; 
cq; 4, 
2 ei u nl 2 ri 
( P, C P; ( Pı [4 P; © P; C P; 
og; +1 op; 11 | eg; /- op; 2 oq, CP, 
ep; c Pi op Op: op, OP; 
c P; 1} 04; op; +2 og; 1-2 cp, c 4, 


Ilaec est relalio. qua fit. sieuti infra videbimus. ut aequationes («.) simul in- 


tegrari possinl 
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Problema alio modo proponitur. Functiones, qwbus constantibus aequiparatis ipsae p 


per 95 92» :-- Gm exprimantur, aequationibus simultaneis u ! defintuntur 
14. 

Problema de integratione completa aequationis dilferentialis partialis inte: 
m-+1 variabiles I, q1» @» --- 9, quae funclionem quaesilam } ipsam non 
continel. sie eliam proponi potest. 

Sit P ipsarum = Ga» -.. Gm functio m constantes h,. h». 7 
involvens, quarum nulla per additionem tantum ei iuneta sit; sint pı. p»: N 
differentialia parlialia ipsius VW respective secundum q. 9». q„ sumla 
Quae diflerentialia partialia. quum ipsas constantes quoque h,. hs. h, in- 
volvant. vice versa aequari possunt Ä,. Aa. ... A, ipsarum Yı> Gr. ] 
Pı= P2= --: P„ funelionibus. Sint aequationes sie inventae: 

nei, Keh,.. er 
designantibus H,. H,..... H,, funetiones ipsarum q,. g:- ds Dis Pr N 
a se invicem independentes et nullam constantium h,. Ar. ... A, involventes 


Quaeritur, data una karum aegquationum, er. gr. 
H, h;- 
indagare religuas m —1. 

Investigemus aequaliones condilionales identicas, quibus  satisfacer: 
debent functiones H,. H,. ... H,. ut ipsis p1. P3- -:: Pu Per qı. 9: { 
expressis ope aequalionum 

nei KBeh ch. me 
expressio dilferentialis 
pıdg + prd + ++ p„dgq, 


sit differentiale completum dY. 


Ponamus in theoremate Il. loco indieum i, A indices 1. 2. ac loco ın- 

dieum 4, u, ... omnes reliquos 3. 4. 5. ... m: unde eruitur aequalio: 
0 op, Op, op, Op, op, Op, op, Op; 
| Ta Tan a a Tg 
j Op, op, Op, op, n op, cp, 
op, 04; op, 04, OPnm 04 

Sini 
Be, 


duae quaelibet ex aequationibus propositis. quarum ope determinentur p, el p, 
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ul Funeliones Ipsarum P53%» Par =: Pns Gr I» ::: Gun, quarum quanlılaltum 
ipsae p, et p, In aequalione praecedente funcliones esse supponuntur.  Sumlis 
deinde ipsarum p, et p, differentialibus partialibus secundum quanlitates illas. 
substituantur in differentialibus illis, quae eliam constantes h; et Ah, involvunt, 
Ioco harum eonstantium funeliones iis aequivalentes H; et H,, unde emergent 
eorum valores per quantilates Ds Pr» - -: Ps Yı> Pe» - - - Qm eXpressi absque 
ulla constanti k. Quos valores si in aequalione (1.) substiluimus. aequalio 
illa evadere debet ödentica, cum nulla exstare possit aequalio inter quanlitales 


Dis Das + Das Gis ar ++» Qu a oomsienlibus A, du, ... &, prorsus Jibera 


nisi aequalio idenlica sil. 
Ad eruendos valores differenlialium partialium ipsarum p, et p. in 
aequaltione (1.) subsliluendos, aequaliones H;—=h,, H,—h, secundum p;. pP: :-- Pu 


dilferentiemus. Sint r et £ binae quaelibet harum quantitalum, erit 


oH; op, IH; op, cH; 
( P; or ( P: ( e F r ? 
Om pn, SM ön. CM 
( P, ot op, at f ° 
EM Op, Ol öp. Mn 
( P, ( ” ( P> c r F r ? 
en En oh, 
op, oA. op, ol STR 


Unde. multiplicalis prima et quarla, secunda et terlia, subduelisque produeltis. 


naneiseimur: 
((<m 2m _ 23 9m0)(2p Ip: _ 2 2) 


9) )Om Op Op, Om /Nor A ör ii 
| oH; cH;  cH;cH,; 
— ’ r F f ar rn or " 


Porro ex aequalione prima et terlia sequilur: 

ee ee I 
| op, C P: op, op, or OP; or or d P: 
1: Ee FETe, Ei RM 


op, ©p, ©p, Op? or op, or or cp 


Multiplicemus aequationem (1.) per 
EM; Ol, ON ON, 


op, ©p, CP, ©P, 


ac ponamus in aequationibus (3.) q, et g locor, in aequatione (2.) 3» I4» --- Qu 
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|oco r, simulque respeelive P3» Pi» -:: pP loco f. Quo facto ex aequalion 
I.) prodil: 
oH;cH, , oH; oH, ol; cH, 


i | F >. © op, ( (4; OPm OQm 
| 2 H;cH, eich; oHcHk 0 
( 4, ( P; ( 4; ( IE og cp, 


Quae est aequalio idenlica quaesila. a conslantibus k prorsus libera 


6) 
Sı in aequalione (y.) indieibus ? et % valores omnes tribuunlur. quo 
u + mim 1 .. 
induere possuni. nanciseimur aequaliones r . quae et ipsae Tamauan 


eonditiones speetari possunt,. ul expressio 


pıdg + p.dg: + +pndaq, 


inteerabilis evadal liabetur enim eliam Iheorema inversum 


Theorema Ill 
J “ .. 
Sint H,. H.. MH, variabilium p,. p:- p dıs Gh. 7 
functiones quaccungue a se independentes, quarum binae quaelibet H., H 


satisfaciant aequaliont: 


no _ ©H;6H; , ©H; OH; oH;cH 
cp, 04, 2. P, 9; OPn og 
( H; oH;:  cH;cH, cH, cH, 
oq cp eG, UP, Gm ep 
er aegquationibus 
meh eh, Be ie. 
in quwibus hi. fo. ... h„ sunt constantes arbitrariae ipsas functiones 
H,. H,. .... H, non afficientes, eruuntur ipsarum pP. P>- p, valores 
per G1= Ge» -- : Q. eapressi, expressio 
pıdy+p dp + +p.dg 


differentiale completum fit 


Ouod est theorema gravissimum 
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-1) 


2 . n(n- ans | | 
"heorema antecedens de solutione problematis a ua aequalionibus simultaneis 
definienda direeta via confirmatur. 
16. 
Demonstratio directa praecedentis theorematis haec sese oflert. E dif- 


lerentiatione aequationis 


H; - h; 
seeundum q;, facta sequitur,. si subseripla % sieno summationis indicamus. 
summam ad valores 1, 2, ... m ipsius % extendi *): 
.. < lH; Gurt « H; _g 
x cp, ‘og, og, 
cH, „ 
Unde etiam multiplicatione per ——- facta: 
OP 
( H. oH,, c Pı ' ( I, ( H, 
> —— -— | —) 4 — - V. 
KOPk Dpe NOgu? 7 OPre Ogyı 
In qua aequalione loco 4° ponendo omnes ejus valores 1, 2,... m, fit: 


3 


k 7 OP Pr 





cH. « eat ui oH, CH, 0 
a a 


Unde etiam,. permutando HH; et H,, 


N. H, oH,, Fine ) = oH., coH, 0 


, 1 Tai. ze 
Ob: k ( 4 Op, 


ke Pr op, 


Hane aequationem detrahendo de antecedente, cum sit ex hypothesi: 


' oH, oH oH, cH, 
WEIT an = 0, 
214 op,. og, © du Pu 
eruimus: 
coH, cH,, oH, cH, 
ee en 3,0 2) =0. 
Er NP, Opa OP Op? NOgy 
Permulando 4 et 4, quippe quibus iidem valores 1, 2, .... m conveniunt. ex- 


pressionen ad laevam sic quoque scribere licet: 


RR / Ö 'H, 6, 3H,, © H oH,, C Pr 
ı NE OPx ÖPu Op "Ks 


Oo 4, 


*) Sımili notatione saepius in sequentibus utar, quoties sub signo summatorio 
plures indices inveniuntur, quorum alıi constantes, alıi, ut ita dicam, summantes sunt; 
maioris perspicuitatis causa posteriores signo summatorio subscribam. 
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Unde aequalionem antecedenlem hoc modo repraesentare possumus 


= 0, 


oH, cH, coH, oH,.\ (/ CP; OPuNN 
N = 


3) 


m(m-——1 ar 
‘ 3 


siquidem extendilur summa ad combinaliones numerorum 1. 2. 


> 


pro ipsis % et 4 ponendas, sive si ipsi % sub sieno summalorio  valore: 
I. 2. ... m—1 tribuuntur, ei pro singulis % ipsis 4’ valores k441, k42 Z 


Sı in aequatione praecedenle pro ipsis 7 el ; bini quilibet e numerls 
N m(m— 1 
m ponunlur, eruunlur ex ea — aequaliones 


- 


In quibus sı 


quantlitales 

f °P, ) OPx \ 

un. Cr / 
ut incoenilas consideramus. sun! aequationes illae respectu harum incognılarun 
/ineares, numerus incoenilarum idem alque aequalionum,. el partes constantes 
omnes evanescentes. Unde ipsae quoque incognilae omnes evanescunt. si 


pro quolibet ipsorum % et 4 valore fil 


Op,‘ OP,,N 
(Er \ ( ee 


\r 4 ( 4 7 

0. D E 
Demonstratione antecedente eliam maxime directa via comprobarı polls 

set. SI 

op,‘ Op.‘ 

(= 0 

ou og, 

sıIve S 


pıdg + Pd ++ +p,„dg, 
inteerabilis sit. fieri 
oH, or cH; oH; coH; oH;: 





op, © cp, 69 ÖPm Ögn 
cH; cH. coH; cH; cH; oJ; 0 
og cp 0 om Ödm OP; | 
Ueterum, quod in demonstratione antecedente theorematis II adhue desiderarı 
m(m—1) ne ’ 
potest, ut comprobetur e —,—— aequationibus linearibus: 


oH; oH; oH; >. u. 
k,kt Op; OPx OPy Op, Ze 


6 - 


Yıi 


ın quibus quantitates x; ,. incognitas. quanlilates Y;; partes aequalionum con- 
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stanltes desienant. nullam e reliquis NHuere facile variis modis probatur. quum 
adeo einsmodi aequaliones ex elemenlis algebraicis sine negotio generaliteı 
resolvamır.  Quae resolulio tum demum illusoria ft, si habetur 


cH, cH, Bu HI, 0. 


+ " 
—6p pr ÖPn 
indieibus 1. 2. . m sub siono summaliorio omnimodis permulatis SIENISqUE 
+ pro ralione nola alternantibus. Haee autem aequatio ipsa esl eondilio. u! 
inter quanlilätes Ih. Ih. ... Hu» gi» Gr -:: Gm aequalio locum habeat. ab 
ıpsis » prorsus libera: quod si foret, haberelur eliam inter ipsas q,. q.- 7 
eonslantes arbitrarias relatio neque EX aequalionibus 
neh. Bun Mh. 
7 


‚.. quod supposuimus. ut funeliones ipsarıum q,. « 
/ | Pl li» 4 


IMNES Pi= Pr- 
rminarı possen! 


Int; 
Id’ 


oe sustemalun cequahonum guarum solutione sıimultanea secundum 


N 


11 singulae p; obtinentur 
\ Y l 


$. 17 


lamı ipsam avoressuri Iinleoralionem reverlamur ad formam aequalionum 


$. 11. Diffieultatem rei videmus consistere in invenienda 


eondilionalium (@. 
junelione quae simul numero ? aequationum differentialium partialium linearium 
salısinelal Sıl f Innetio ıpsarum Dir» Pit» Pisa» Pas Gı» Q:- B; 
rlepine 
f A 
wqualio. qua determinetur funcetio quaesitla p;., per Ppia- Ps: .p 
dis Q:- (.. (esignante a constantem arbilrariam, quae ipsam f non affıcial 
Designantibus p, alque q, quaslibet e quantilatibus pP... p, p, atque 
I» 9 7 fit 
ef PFisı f 
OP; CP Opn 
cf OPpirı ( f 
of , 0% og. 


( . 
F2 ın has abeunt 


eo.) multiplicatae per 
{ Pr; 


Inde aequaliones 
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( / ( pP, n / pP / » 


0) 
f 4, 4 4; vn { N f IL / 
| up of pP / / 
( P; l ( 1; l Pr ( / / / 
hi up, ( cvD / } / 
0 / ! / 
( (J, { 1; » / p / 
7 Up, ( / { » / 1 
ep; ( (/ p / ) 
| 
/ of up f ) / / 
[0 
og; Od:rı Piss ug op / 
op; 6 PD p 
cup | ug | up / / / 
In hıs aequalionibus eonsideranlur Pı» P>» pP amqguanı luneliones HIAT 
ıpsarum 9;,1» Pi? +++ Pan» Iı> Tr ++ Ins inler yuarum hinas pi el, IOCUNM) 


habet relatio,. quam sub finem $. 13 apposui; el quaerenda es! earundem quan 
Iitatum Funetio f lalis,. quae aequalionibus praecedentibus simul omnibus idenlie: 


satiısfacial 


VTheorema affertur eırcda aequalionum yude supra occurrunt ıinlegralion: sp H1llı 
» 4 
s. 18 


Non eeo hie immorabor quaeslioni generali. auando et quomodo «duabus 
compluribusve aequaltionibus dilferentialibus parlialibus una eademque function: 
salislieri possil, sed ad casum propositum partieularem invesligationem resiringam 
Quippe quo praeclaris uli licet arlilieiis ad integralionem expediendam com 


modis. Maxime aulem res absolvitur Iheoremale sequente: 


Theorema IV. 


Sint h, 4 quilibet diversi e numeris 1, 2. i: st g=f integral 


quodcunque unius ex aequaltionibus (d. 


of Up, of uD, of Br OD, of 


0 Pe | 
og, ( q; f op; ( G;, EN | P; i 1 E { p 








21 0%.G.J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandı 


eril EeXPressto 


og OP; oY OP; C f op; 0 
2g; c dir op, 1 ( g; i op; Pa | ( 4, op, 
op; alt; ( P; ( f Op; C f 
op: ,, 04, 2 op; i ( q,; x L Op, cq, 
alterum ejusdem aequationis integrale. 
In hoe theoremate designant p,, p; Ipsarum 9, 1» Wi» Qioa- q 
n De p, funetiones, quae salislaciunt aequalioni: 
Be 
09, og, 
op, Op; op, cp, op, C P; 
0g;,; f P;.; P- og; ‚ OP. Be og, ep 
em OP; op, Ep; cp, Ep, 
ep 04; op; 4; Ar op, cq, 


une funetiones si etiam alias praeler q; et q, e quanlitatibus q,. 7 TE 


involvunt. eae lamquam quantilates eonslantes eonsiderantur. 


duomodo ope Iheoremaltıs ‘nteredentis integratio sımultanea sucrcedat. ostenditu 


$. 19, 


Ope Iheorematis praecedenlis sie absolvitur inteeralio proposita. Sinti 


f;. %; . ete. funeliones. quae proveniunt ex expressione 
’ / op; ( f ( P; ( f CD; ( / 
og z I OP:ıı a 4, Op; og op 
7 ) 14 Ä 14 m ’ 
op; of Op; of op, of 
{ P; f og; op, ) ( q ) ( P, og, 
»onendo loco f successive funcliones , 7. > ;-.. Ita ut generaliter habeatur: 
(a—D) „ (n—1) ed 1) 
t f; ( P; ( f; ( P; ( f; ( P; ( p; 
/ . 
og; 04:41 OP: +ı ' 1; Opa 0g, P„ 
c» ( 1) i ‚ (n 1) k N 
P; ( pP; P; ( p; ( P; ( ’2 
OP. I OP;ı> 04,. op, og, 


Sıl jam g - f, inlegrale quodeunque aequationis 


(® f of Ä / P; ( f _op R f m op, of 


( ] ( g; f ( P; 5 ( 4; ) ( p b ( q { P 


0.G.J. Jacobi, nova methodus aequat, differeni. partiales primi ordinis int " 
1 P . > * 


erunl € Iheoremate IV etiam (3. Gas Pr „ el. inteeralla elusdem acequalıon 
loan als, snh_ 


Id gquod patel. si in Iheoremale eitalo in locum ipsius g aliae post alias su 
stituuntur funeliones g,. g,, eel. Sed exstant lanlummodo 2 /m--i) inteoerali: 
aequalionis praecedenlis a se Inviecem independenlia ei quorum aliud integrale 


quo«lvis [unetio esse debet, quam funelionem praelerea eliam quanliılates q . (I; () 


tamquam constantes ingredi possunt. Sit igilur g prima fTunelio. quae peı 
niecedentes $, 3. Ya» ».. pr ’e IPSaSs Q3» 5» ».. 9; eXprimi polest. index 
« numero 2/m—i) aut inferior aut certe non major.  Statualur. ipsam // essı 
junelionem ipsarum $. Sr Gar... 5 Wis We» ji, eril elia 


inlegrale aequalionis (1.). quippe eujus integralia e theoremate IV. sun 
(u l) 2 } . a 
24»... Pr . Ipsae Vero G=» G- ... g; In aequalione (1 pro constantibus 
habentur. Substituto valore f= // in qualione: 
Ä 
i j ’ ( 1) { r 
| V / / / I 1 
( ed ) cv)» 
- / Il: [ | i / 
2 
| eo] of oO} ol i 
4 /) ' / dj Gp { f 


haec aequatio hane induit formam: 
ll coll lu | I 


+) ’ 
cc 0 4 4 2 rt , J 
in qua variabiles independenles suni 4%, =» Par... 0.4 Cujus 
aequalionis ınleeralio jam suppedital lunetionem f FF. quae salıslacial sımm 
duabus aequalionibus (1.) et 2 
Kvenire potesl. ut idenlice evadal Y 0, quo cası sine ulteriore M- 


tegralione ipsa functio [= y, aequalionis (1.) integrale. eliam aequalionis (2 


jyıpı! 


fr f . z . | . . j i 
integrale habelur. Si generalius est «. ec. desioenanle e ceonslantem. eri 
f vr f 
II—=yq eg / 
utriusque simul aequalionis l.) et 2.) inteerale 
20. 


Posiquam antecedenlibus monstraium esi. quomodo Funelio ef in 
venialur. quae simul duabus aequalionibus 1.) et 2.) salisfaeit. id quod ope 
Iheorematis IV successit. jam ejusdem theorematis ope ex invenla funelione 7J 
aliam deducam 7, quae loco ipsius f posita duabus aequationibus illis simul 


N Iv Wh 
Bd. LA. BZcıtl, 5 
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atque tertiae 


on - Am I, mA, m 4 

‘) | 4; ' g; Hl ‘ P; l | ’ g; 2 ’ P; 2 | \ Fur ‘ Pin 
«e). 

cp 4 op _A .._..p _4 

Pr Gr oPir Jar BF 


salısfacıat. 
Erunt enim e theoremate IV, siquidem in eo loco g ponimus 7/, atque 
statuimus A= 9, Ipsi A vero valores I et 2 tribuimus, functiones //,, 71,. 


z - ° . \ 6 . ° .. (4’) ° » . 
simul ulriusque aequationis (1.) et (2.) integralia. Sit 77,7 proxima funelio. 


quae per praecedenles : USE : Be ’ IPSAaS 43» Yis --. 4; EXprimi 


polest: numerus « rursus ipsum 2(m—i) superare non polest. Posito 


= ®, 


designante % functionem ipsarum //, IL, II,, ... TI“, g. quam eliam 
quantitales 4» 95» - » - q; lamquam constantes ingredi possunt, abit (3.) in hane: 
r In ( vn ( Ww ( us u‘ ( vn 
3°. 0 Be ee rc N 
coli ch. ol, | oII““ ) ”g; 
3 
a r r . . . ) ) (u l 
Quodeunque integrale hujus aequalionis, in qua //, IL,, II,,... II, ß g; 


sunt variabiles independentes,. suppeditat funetionem qunaesitam f= #, quae 
simul tribus aequationibus (1.),. (2.). (9.) satisfacit. 
Ei sie pergi polest,. usque dum habealur funetio f simul omnibus i 


aequalionibus d.) salisfaeiens. 


21. 
Ex antecedentibus hie fit integrationum decursus. quibus eruatur functio @ 
aequationibus (d.) simul omnibus satisfaciens. Ante omnia quaerenda erat 
[unetio g aequationi (1.) salisfaciens. (Quam noltum est haberi. si 
g = Constans 


est integrale unum quodeunque sysltematis aequationum differentialium vulgarium 


sequenlis: 
dp; cp, dq; l ep, 
\ dq, Og;:1; dq, OPin 
| dp; 2 u F Pi dq, ) \ ( P, 
a. dq On” dq, ÖPzya 
dp, op, dq„ “pP, 


dq, og, dq, op, 


0. G. J. Jacobı, nova melhodus aequat. different. partiales prim ordıms integran 


Aequalio enim g 


sarium («a.) si per eas aequalioni dp = VO idenlice satislial 


ax ’ 
potest nisi aequalio I.) identice Joeum habeat, 


Inventa funclione g. 
alque exprimalur 4‘ 


indices subseriplos rejicio per 4 


quam expressionem ellam 4,» 44: 
Ouo facto invenilur funetio /I aequalioni 2 salıslaciens. 
/I Conslans 


U»1 


ex ea dedueanlur funeliones Tu 


> har 
. 


dı 


Gonslans inteerale dieilur aequationum differenlialium vul- 


quod 


llerı non 


{ f 
I» %-» Y 


q; allicere possunt lamquam eonslanles 


si aequalio 


t unum inleorale quodeungque svsiemalts aequalionum differentialium vulearmım 


2 dı y dep! li 4 cl 
Yf / ” Y I p E. £ (f / 
dq, da, (/ / z 
Sil Ipsius gr haee eXpressio: 
y“ gs %, p, ee .: / 
sequilur ex anlecedenlibus. si si 
/ dg d’g d“g 
II { e TUR ° ( 0] Il» 
(1: 4 dq,” dg: dg 
unun inteerale quodeungque aequalionis differentialis vuleariıs "u" ordinis inte 
duas variabiles pelg. 
dJ { 14 d { f { 
; [ gr} 7 ’ 7 . f f 
dg, day ug 
lıerı 
/1 1.4.9 Tu 7 | 
lunelionem 7/7 quaesılam. quae simul aequalionibus Il.) ei 2.) satisfaecit 
Tertio loco e funetione ZI dedueantur funetiones /I. II’ /I 
alque per has et g, exprimatur //'“°: sit expressio inventa 
pp“ I“? G;- IR i A | Au 5 i'm 
proponatur aequatio differentialis «" ordinis inter duas variabiles // el q 
d" I En dT N ui: 
( a I. N, - . . 
dq { fi f} / ‘! / 
cujus inlegraie unum quodeunque si est 
| dl € dan | 
vi (9. II. . "wrRr Uonstans. 
dq,” dgq} dge 
est EeXPressio 
j g3, 11, BD lI 


..- 
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lunetio quaesila 7, quae simul tribus aequalionibus (1.). (2.). (3.) salisfacit. 
Kl quod simili demonslratione liquet atque in funetione 7/ invesliganda dedimus. 
Kunchonem 7 etiam quanlilales =. =» ... g; alficere possunt tamquam 
eonsianles. 


K sie pergi polest. usque dum habeatur functio f omnibus ’ aequalio- 


nibus /d. satisfaciens. Ad quam inveniendam primum quod est principale 
rwendum est inlegrale quodeunque systematis aequalionum dilferenlialium vul- 
carium primi ordinis inler 2m—i | variabiles. quod locum tenet unins 
aequalionis inter duas variabiles (2m —2i)" ordinis. Deinde condendae sun! 


aliae post alias ?—1 aequaltiones dilferentiales vulgares inter duas variabile 


ordinis a, ae", ae", ... a9" et sineularum inveniendum est unum iniecrale 


quodennague, quod formandae aequalioni differentiali insequenli inservit. \umeri 


. N M) (7 . 6 . BL. 
muen MM. BE. BE. 5 MB" omnes erunl IPSO I 11 ’ aut minores aut cerle 
non majores.  Sı postremae aequationis inleerale est 


f d;, 
cesienanle «a; constanlem arbilrariam., alque ex hac aequatione petitur ipsius 
P:;;ı Valor per Piss Pirss == Ps Is Ps -- - Qm eXpressus, erit valor ille 
talis. qui omnibus 7 aequalionibus («.) $. I1 simul satisfacitl. Quo imvento 
eham pP» Pr» -..P;. quae dalae supponunlur funeliones ipsarum p;,1> Piras--- Pas 
dis Gıs ==: us OXprimi POBSEM Ber Piss Biiss +++ Das Ur Gas +: + ug 
pergi polest ad inlegralionem simullaneam insequentis systematis i--] aequalio- 
nun dilferentialium partialium, quae ex aequalionibus («.) proveniunt. si 7-1, 
Ioco  ponilur, et cujus aequaliones singulae numerum varlabilium dwabas uni- 


'alıbus minorem conlinent. 

\equaliones differentiales vulgares inter binas variabiles u", «", cet. 
ordinis lamquam eawwiliares spectari possunt: dum systema aequalionum dil- 
erenlialium vulgarium («@.). quae sunt primi ordinis. sed inter Zim—i | 
variabiles lamquam prineipale considerari potest. Quod sysiema principale si 
per eliminalionem variabilium omnium praeter duas earumque dilferentialia ad 
mam revocas aequationem differentialem inter duas variabiles, ascendet ea ad 
ordinem 2 m—i) neque ad minorem ascendere potest. Ordo autem aequalionis 
eujusvis auxiliaris pendet ab eo. quod inventum est, integrali aequationis auxilaris 
praecedentis. et prout hoc vel illud inveneris,. ordo major aut inferior hleri 
nolest. qui lTamen ordinem 2m —i) aequalionis prineipalis numgquam egredi 
notest. Quin etiam e numeris u, «, ... exsistere possunt qui evanescant, ila ul una 
wit pluribus aut adeo omnibus integrationibns auxiliaribus omnino supersedeatur 


0.@G.J. Jacobı, 


Intearattonum, quıbus foftus problematis solutio pr undım 


1 AM - 2 N 
ebsolvatur, decursus deseribitn: 


22 
Sı tolum neeotium inde ab inilio prosequmur. 
Data p, ut funetione ipsarum pr. Pr =. Pur Yı- 7 
differentialis parlialis proposita. reliquae quanlilales p 


minandae sunt lamquam luneliones ipsarum 4. 9. 7 


’ 


pıdq pP dq p dq 


ıp>d „uoque Pi per ‘ı-» Gay +». / 


| Sirıdg p dq ... p dag 


It i had 


CAPFOSSA, diiferentiale comp! fr 


“ Fir e ) Far ] 
nord melhodus aequat dıfferent. partiales print ordınıs ınfı grandı )( 


u 


I DIEOCESSIUS 
edle 
f/ deleı 
ud; IYeO= 
(10 INCIO« 


Iunello ıneoonıla. aequationi differentiali partialı proposiae saılıslacıen: 


(' Me » u. Inny: anımalı ını 
ondarttll prammm sysiema aedtallonum & 


| 

dr rY 
up p / 
\ day (} d 
«dp P dq 


Cnjus systematis si est integrale quodeungque 
fi d,. 


arbitrariam. 


y . Jı» ‘d nn j (/ 


desienante «a, conslanlem 


Iunelio quantilatum p3. p:- 


ılapıantlıalimı 
IHICKOHLIALLUMN 


ex hae aequalione « 


unde 


earundem quantitatum determinari polest. Quo fTaclo. con 
tionum dilferentialium vulgarium sequens: 
dp cp dl / I’ 
‚J u 72 / 
| &g / ag 
\ Ar 
ı Ip, / { J J 
‘) /, 
- dd 1 J 
Id] 4 


Cujus systematis sı est integrale 


f Constans. 


pP 


I 


11] 


tema 


"rim Se arte 1} 


terminalur p» 


Inc! 


el uud 
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[ormantur expressiones 


N [4 f ( Ps: [4 f 
od; vg P; °9; 

op; 0% 

0g, °P; 

. og! cp, ©! 
C Q, op, 04, 

( P: h g' 

( 4; 14 p 

eic. 


F 


F 


usque dum perveniatur ad funelionem 


UP; 
cp 
cp, 
f 4; 


04 op; 0% 
/ OPm ©q 
of oP; 0% 
( P; ( 4 ( p 
of op, 0% 
eg, OPm 04 
cp! op, Of 
op Om OP 
elc 


cp 4 1) eD As (u 1) CD, ra“ I Op, e:tg\ 
gr f j P: / P: / | RE P: f 
( 4; ( P; ( (4; ( P; ( 4 ( Pn ( q 
öp, oge# Bi op, og m u op, oqg\“ l) 
( 4; ( p 14 q, ( P: ( q ( pP z 
mae per antecedentes 9, Y', g',... get ipsam g exprimi potest. quod 
semper evenit pro numero 4 2m—4. Si expressio ipsius 4“ est 
( (u) j ( ( / ( „ er‘ 
/ l:» > > 9 / 
formalur aequatio differentialis u ordinis: 
de dı dq d ( 
e”. rel ? 
dq, \ ad 7; dg 
Cuius integrale quodeunque si est 
n 1 
de dl rar 
((q.- f, B 3 E y E i ) dl. 
\ dg, dq, dy: ı, 
designante a, constantem arbitrariam. formatur aequalio: 
l=f(9: 9 9, pe) =a,, 
alque ope aequalionum 
nem, Au 
exprimunlur pP. Pr» Ps Per p4. P>- ' Fee PER Duo faclo con- 
ditur systema aequationum differentialium vulgarium sequens: 
dp, cp, dgq. op 
dq, oq, . dq,. ep, ? 
| dp op dg op 
3.) dq, ( q ’ dy oO» ' 
I. 
pP up did ( p 
dq, / Im ? dq u» 
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Cuius systematis integrale si es! 
I Constans. 


formantur funetiones: 


Ti ol cp, cn op, ec Ri Il 
og “P, °4 cp, °q op { 
op, cl op, cl p Fi 
ee EP Om p 
IT" coHI' op, II p, IH p I 
oq p, ©, ©, ©g Pn © 
p, cI1 op, olf" p Il 
eg, cp ug [ / | 
el ec 


usque dum perveniatur ad lunctionem 


eo _ EM | op, mem Op, on 
eg; op ep 
Op, ONP-D cp, cH 
Ze 7 Ögm op 
juae per antecedentes //. IT. IT'.... II el ıpsam  « Xprimi potest 
existente v 2m—6b. (uam expressionem eliam q, tamquam constans allıcer: 


potest Sceribendo ieitur loco /JI”’ hane eXpressionem: 
II’? p-: SE |; u, 


conditur aequatio differentialis v" ordinis: 


d’ Ä d’ 

3. ru IT (g., I, nn .. 2 

Cuius aequationis integrale aliquod quodeunque 
IT, Constans. 

Iormantur functiones 


oII cp, cH op, coll 
I, j P; Bun / 


4; or, 4 oPn 04 
ep, cH, op, con 
0gq, op, { q cp 


ol, cp, ol, op, cl 


( I; ( P; ( 1; p ( 4 
op, cl, cp, ol 
( q, ( P; ( q ; ( p 
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usque dum perveniatur ad functionem //”, quae per praecedentes /7,. /1,. 


‚ | - os a ‘ 
Be . el ıpsam g, exprimi polest. rursus exisiente » 2m —b 


Vuae EXPFESSIO si est 


Eee... 
conditur aequatio dilferentialis v" ordinis: 
d 1 vY)/ I di d’ 
35 ee Fe 30 E aN 
de’ ba did dq; dq 


euius unum quaeritur inlegrale quodeunque 


ei (II 1 d 
(1. I. 


d 


dq, dq; ns; dy | 


desienanle «a, conslanlem arbilrariam. Quo invento formatur aegnalio 
1) 


f u A A d,. 
el ope Irium aequalionum. 


a Be, Anm 
exprimunlur p,= Pas Ps» pP, ul Funeliones ipsarum Ps- 2... Pas» Yır Dir =: Gm 
Ei ila porro. Totum negotium in has integrationes desinit. Seilicet invenlis 


per melhodum assignalam aequationibus 


fi di» fr Be ae Fass da 


in quibus @,. As» ... a, Sunt constantes arbilrariae. quarum unaquaeque «a 


luneliones f;:1= fi2» --» fm. 2 neque vero ullam eas praecedentem fi. fr- - - - / 


allieil. exprimanlur ope harum aequalionum et aequalionis dilferentialis partialis 


proposilae 91. Ps -.. Pu ul funetiones ipsarum P,. Qi Pr: Qu, el pro- 
ponantur aequaliones 

dp, ( P, da, ec» 

dy, ( (/ N ? dq u» 


quae quum duo integralia habeant. sit alterum 
7 Constlans. 


et formentur funeliones 


coW up, u cp or 
u) 
04; CPm 04: Ogm OP 
. f > . ° . . 
sı u est Junelio ipsius » Ipsarumque = = --: q 


ı/ vd. W 


(.G. J. Jacobt, nova methodus aequal differ: nt. partiales primi ordımis ı 


inteereltur aequalio primi ordinis: 


f fj N 
1: ° 
Iy 
“ 1} . ° 
sı vero ı’ non est Tunelio Ipsıus ı) Ipsarumdque I. 9 (mn, CC 
lunelio ıpsarum 47, % e| quanlılalum 7 (/;- 7 
{ 4 
“ 
quo casu quaeralur allerum inteerale aequalionis differentialis seeun 
! ij 
dt 
quibus IN aequationibus eonsiderantlu (34 Ges 7. ut eonslanlı 
j / 
huius vel illius aequationis 
U, ( onstans. 
desienanle w, priore casu Ipsarum g. W., posteriore Ipsarum q 
lunelionem. Aac restilualur posteriore CASU 1 loeo In iıuınelion« 
(l‘j 
lacto formenlur rursus lunetiones 
I up 17 
/ U’ [ / 
ON 1) Im 
UR 
/ / { / 
erit aut .%, IiDsarum Me Ye Gas 7 aul. sı hoe locum non hab: 
TI jpsarum Y. Ws Gas Gr: j lunetio: quaeralur ınlegrale prior: 
aequalionis 
ılıvm 
dq ’ 
posleriore casu aequalionis 
lv 
dq 
dıy, 
siquiden in , loco u ponıtlu dg IDSIS 4. G;- ( ı Nas vi 


aequatione eonsideralis ul eonstantibus : S] inleoralı quaesılum ES 


U, CGonslans. 
: - dıy . u 
ae posteriore casu in vn loco restituitur 7,. jam sımılı modo « 


dd 
ducatur funetio w,. ex hac w, el ila porro; posiremo ex Invenla Fun« 


‚our! | i N th 1) B FR 11 








‘ 
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72 formelur funelto 
ip) op N eo a f P, ' eıWw ' 
| Omi Op oQ OGm cp 9 
quae sı est Iipsarum %,_3» Sun-ıs Q, fJunelio. quaeratur integrale aequationis 
dm 
daq 1 i 


A : ’ p ’ 
\ ! 1 pr stııp « ihrıyg t 17 » 
sn MINUS. 10TmMeiu] er REINE iunello 


D Opn—ı N ee 
/ ei f pi / ) 
erit w,_, Ipsarum W,_ 3. %._35 Gm-ıs Gm funelio: in qua si loco ww, ponilur 
dl’ 
f ‘ iron! 3 } vr | “ygı atı 2 if . | I 4 » 12 (di 2 4 ü 
wuaeratur inteerale aequationıs dillerenlialis secundi ordınis - TIER 
i dq 1 
in hac et illa aequalione eonsiderata q, ut constante: sit integrale quaesılum 
a dl 
ö , : dıy 
ı ° ». } inch } y } n » 4 am 
N quo PBOosteriore Casu resiluendum est % loco A desienanle Fr 


dd] 
eonslantem arbılrarlam: erit mvenla funelione f. ‚ totum neeolium Initum 
Seılieel erulis ex acqualionibus 
fi dt, 2 f; (; 3 / (dt 


u vom PAR. ann II nn P 2 EWLEE) ‚’6 
el ex aequalione dillerenliali parhalı proposita ipsarıı pP.) valorıbus 


_ 
a 
nn 
Den 
> 


Der TH. q, expressis. fi 
I ! / i 


p dntpdgt + +p.dg 


differenliale exactum atque 


h /ipıdq, Pr dB" Pm dgm | 
inleerale aequalionis dilferentialis parlialis proposilae,. praeler consiantem ar- 


. | . . 1 1 . . . a ü . e i 
rariam  additione addendam alias m—1 eonslantes arbitrarias involvens 
dt w 


Sysiemale aequalionum differenlialtum vuloarium revoeato ad unam 


N 
nV errerfr 37 Ilfarn tiale 4 Iep rl ‘ \ ‘ iahiles sl ie lı WawanE ) 

aequationem dilferentialem inter duas variabiles,. ordo systemalis secundum 
ins aequalionis differenlialis ordinem aesiimelur sive seecundum numerum 
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Kx Iheoremale Wl. 
posılum est. e! uo NOVa melhodus Nora deulialiones dılleren al 
im ordinis inter numerum yuenmeungue varmabılım nleorandi 

Docel Iheorema VL. si idenliece si 
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enlice 
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grehe eıtamı permmando (j k | = (>/j 181 Er x dl HE IE 


Desionantibus zZ ei ı4 hinos woscunqgue e numeris I 4 ; 


se diversos, staluamus. lunelionem fe varmabilıbus q,. 4:. 4; P 
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valoribus substilutis. docet propositio praecedens. designantibus g et w tales 
ipsarum Q.> Gi> Airıs Aires - + Um Piris Pisa: P„ funchiones, quae satıis- 


/ 
faciant aequalioni: 


0 ce Ä og oa VG Ey re og ow 
og, 09;,, OP..; oq, op CAm OP: 

? f Y oW ! Yf oU ( f oa 

og ep * 1; op og UP)m ©qQ 


ubi sıl 


integrale aeqnationis: 


cvg el vg cH eg oF 
” 09:1 Piri . G;:2 OP ER 4m Op 
! og of og el pe F 
0 Pr dir Piga 94 Mm Ögm ' 
jore expresstionem 
Re A wel 
4:4 OP; og; op; eg p 
2 BL BR BR ER; op el 
j eg co» x B 4 wi ( P; ( q x cp 7 L 


eiusdem aequalionis alterum integrale. Quod est iheorema IV.. siquidem loco 


N . 2 \ T I : } ps P 
gel ıv seribitur p, et p; alque g loco F. Unde iam. quae demonstranda 


reslabani. demonstlrala sunt. 


Juum antecedentta forma quarta conditionum integrabibtatis tmmıtantur, vam nt 
“ 


problema rarııs rattonibus condatur. reditur ad formam prımam. 


30. 
Methodo integralionis proposilae dilueidationes addam. 
Si 
f d, 


designante a constantem. aequalio dilferenlialis parlialis proposila; invenlae 


sun! per melhodum propositam aequaliones 
a Bas +: is 
e quibus proposilae iunelis. determinandae eranl pP, P>- p, ul ipsarum 


Jı- PT» -..q, funeliones. Eratque 
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f funetio ipsarum pi. Pr» Pr= Par: Mae 7 

fi funelio ipsarum a, Ps. Pre Pir 222222: Pr Ye Pr: q 

f; funetio ipsarum a, a. P3= Piz 222220. Din en a 7 

f; funelio ipsarum a, a. 5. p4- . Be ir q 

gs ‚ funelio ipsarum ad, Ad. ... cd pP - Pa» Yı» 9:- J 

fi, ı funetio ipsarum a, a. 2... Au 3 A,oe Pas dıs Q:- 7 
Ouantilates Ad. lb»... ad, , sunt constanles arbilrariae. a est eonslans dala. 


quam nullitati aequiparare licet. quam lamen unılormilalis gralia conservo 


Determinatis ex aequalionibus 


Je, Keau F Ba d 
Ipsis Pı» P:» -»-- Pi PET Pi:ı» Pi:>- -- Ps Iı» Ir» --- Ans Iunelio /; numero 
aequalionum (d., $. 17 identice salislaciebal. unde eliam funelio p; ,. ex aequa- 
tone f: dt; EXPTESSa Per Pia. P „+ Pn> Gi» Gr. --» I. salısilacıebal ? 
aequalionibus (e.) $. 11. At si ope aequalionum 
= hm +... Fo; a: 
NON Pı= Pr» --. P; per reliquas quanlitates p,.1= Prise === Pu» I» M- 7 


sed. quemadmodum in Iheoremate 1. $.6 laclum est. e primis 7 quantilatum 
Dis Pas Pss - + Pas in Gay ---q 

unaquaeque per insequenles exhibelur. ita ul ex aequatione f «a exprimalur 

pı per p. p, elc.. e i =a, exprimalur », per p;. pı ele.. e/ (dt, EX- 

primalur p, per p,. p; ele.: tum vidimus inilio huius commentalionis numerum ı 

aequalionum (e.) cum tolidem convenire sequenlibus: 
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Uuae sunl ipsae aequaliones («.) in iheoremalte }. proposilae. siquidem in 
f EUER or -. }, . P << : N - . RER ® f u. 
Iheoremale ı1llo stalulur A / E alque loco + successive ponunlur numer! 
I: 8, 3 K quibus Ipsis acqualionıbus (a.) supra aequaliones oe.) de- 


! j 7 » # » » ] ' [2 3 # » » 1 1} » 2 1 » 
Intı OUHCIIS [URCHONIDUS ? snde tn SOTULONE PIOO!N nalıs sınanfnte eonstantıhus cequanlır 
I j7 . . . f* . » 1+ 
E malen IS suUpDrd adhihiti ’ 0 /Hi COTEIRTUHTS | / £ f | w eoncetltalur. 
s j ’ , 
> 
ed) ) 


En BE cr RE F 
‚ulliplieemus 7 aequaliones praecedenles peı 


In: Ip au. Halıa funriiannn ‘ “in'rodne: 
alque sola in eas differentialia partialla funeltonum f, fi» fi» --. A; Introdueamus. 
auod per aequationes f=a, hı =. | la... fi a; licel. Quo facto 


” . un f! . 2. - . 
induent aeaualiones praecedentes hane formam: 


y 


| ef: > Al ZONE UNE... Als} 


; P; h 4, cp, f 4, { P; f q, ( pP ( Im 


0 





Vuum funetiones f, quantilates p,. P, --. p, non involvanl, has aeqnaliones 


omnes in eandem formam redieere licel sequentem: 
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(0 
| 
i) 
Pr 9 
Ad. 
.f 
ni / / 
lo 
r:J f 
/ / 1 1 / 
Termin enmm qui. ul eadem lorma acqualionum omnium sil. addendi eranl. 
ua sponte evaneseunl. » Nolalıone anlecetenlibus proposila aequaliones PrFaeo 
z 1 ' . 
eedentles SI exhibenlur: 
n''' ) f | 
dt | fi, Il. U) / Fils () l;: | () 
Consideremus unam aequationum praecedenliun: 
0 f;, / 
1 I 
in qua 4 quemeungue e numers O0. 1.2. ‚i-—-| desional Desi ' 
unum e numeris 0. I. ... —1. eontinebit sive allera sive ulraque fu 
f;. fi, eonslanlem «,. Cuius in loceum si ponimm lunetionem / 
aequivalentem. abil expressio |f;. f; | in hane: 
of. / 
j . . / 
fit ef / N; e / / 
quum EXpressio accedens 
[; I Zu 
Zu a Umsi 
le N « s ol Sad Y * 1} alj | M z 1 " ‘ ‘ 1 \ 
spont eVvanescäal. eu 62 aequa IONIDUS dt. ei Ad sYystemale aequatonum. 


quae ipsum sysiema aequationum «'.) antecedunt. sive ad minores IDSIUs ? 
valores perlinent. sequilur: 
fl = 0. .f£]=0. 
Unde videmus. aequationem 
fi; fıl v 
’andem formam relinere, si in formandis dillerentialibus partialibus funetionum 


f;, fi in locum constantis alicwus a,. quam funcliones illae involvunt. functio 
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aequivalens substituitur f,. Si» unus e numeris k, k-+1,.... 1, altera 
[unclio f, eonslantem «, non conlinet, quo igitur casu in demonstratione prae- 
of, of, 
cedente ponendum est - 0. sive termini ın multiplicati rejiciendi. 
oa oa, 


u 
Prorsus eadem raltione demonslralur, aequationem 
ff) = ® 
immulalam manere, si in altera funelionum f;, fi relineatur a,, in altera in 
loeum eius Funelio f, substlilualur. 
Si eodem modo cum reliquis conslantibns arbitrariis agis, quas funetiones 
f:, f; involvunt. dedueis propositionem generalem: aequationes 
Kohl = d 
adhue valere, si in altera aut in utraque functione f;, f, ante differentiationes 
partiales instilnendas in locum unius vel plurium vel omnium constanltium arbi- 
irariarum, quas conlinent, functiones aeqnivalentes substituantur, seu generalius. 
quascungne mulaliones functiones fi, f, unte differentiationes partiales factas 
anzilio aequaliorum Fra, fi = lız -:: man luca subeant. Quae propositio 
eliam e Iheoremate II. $. 12 derivari potuisset. 


E forma allata aequationes $.14 |H;, H, | = 0 denuo obtinentur. Systema aequationum 
differeniialium vulgarium, enius aequationes H; — Const. sunt integralia. 
32. 
Si in aequationibus 
fu, Bass Bam, -:: ss 
e quaque functione f; ope aequalionum 
fa he. Bein -:: Bıte, 


constantes «a, 4. 4;- d;_,. quas f; conlinet, eliminantur alque funetio inde 


proveniens voealur 
1, fi; 
oblinemus „equaliones 


Ben Kei Kein. +: Ken 


in quibus 4; sunt functiones ipsarum pP,» Pıs === Pms Si» Gas»: . absque 

ullis constanlibus arbitrariis. Pro illis autem functionibus aequaliones 
[H;,H,) = 0 

identicae evadere debent. quum expressio ad laevam nullam constantem arbitrariam 

contineal. (Quas aequaliones supra $. 14. iam dedi, ubi H,, A; loco H;_.. a;_ı 

scriptum erat. Adhibitis funetionibus H propositio anlecedens sie enunciari potest: 
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ralere aequalionem 


3] = © 
uaecundgue rariabtilium Pı- P:* elr. € funetionibus l;. Il OPEe aequalionum 
Ha 5 a SR d,_, anle differentiationes partiales instiluendas 
eliminatae sint. sive quascunque mulaliones opt karum aequaltonum funcliones 
H;, HH, subierint. 


Ex aequationibus 


MAN, 0. I/H.H,; 2: DR: 0 
segquilur, aequationes 
Bere. Beh, :..:.: imma 
esse m integralia sysltemalis aequalionum dilferentialium vulgarium : 
8: di... rn: A 
CH CH. EM. EB. ch. eh 
ae) ee er Ente 


in quibus // eadem est funelio. quam supra f vocavi. Unde eliam aequaliones 
u =. bei, -::: Kiss 

quae cum aequalionibus illis conveniunt, tamquam svstena m aequalionum in- 

tegralium systemalis aequalionum differentialium vulgarium praecedenlis con- 

siderari possunl. Sed quum systema hoc habeat 2» — I integralia. restat ul 


religua m- 1 indagentur. Eum in finem observo sequentia. 


Suystemattis aegqualtonum differentialium vulgartum proposttt reltgua integralia 


envestigantur, 


33. 

Aequaliones f=a, fi=4%, ... fa. =4,_, Sive aequaliones H= a, 
H,—=a,. H,=-a,,.... H,.,=a,_, ita formalae sunt. ut. expressis earum bene- 
lieio IpSIS Dis Pas >: Pm Per Yıs Ga» --. Gm, EXpressio 

pıdq +p:dg +" + pndg, 
evadat dilferentiale completum. Valores illi ipsarum p,. Ps» »-- pP. praeler 
variabiles g,. 9. ... q, adhue involvunt constantem a et constantes arbilrarias 
ddr... A,_,. Necundum quarum unam a;. si expressionem 


pıdg rpdp + p.dg,. 
dıferentiamus. prodibil eXpressio 
op, 


od 


up 


da. 
cd, R 


- dq, - rn dgq; 


‘ 1 


quae et ipsa differentiale completum esse debel. Jam vero ex aequatione 


[=a, 
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4% h I ‘ N “ 1 iIToaranlıs r artialı N » ls 2, » di . } 
guae est aequalio dilferenlialis partialis proposita. sequitur differentiando se- 


eundum da;: 


.- { 1? 
N f] N 
8 
if z 4 
/ / 
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. . de 1* 41 ge 1*] . .,. 
Unde ex acqualiontbus dillerenlialibus vulgaribus propositis 


/ { / fi / 
da, : das: da 
fl 1: / Fa 
/ P p 
dedueere POSSUMIUS aequalionem: 
{ ), : UP; / sr, 2 
di - (la ... - da J), 
({ fi IE I CH ! 


nm qua es| eXpressio ad laevam dilferentiale compielum. Quo inleoralo posilis- 
ue in locum ipsius «a; valoribus ejus @,. @. ... 4, ,. prodeumt m—1 inteeralia 


noYya quaesıla: 


\ { p : ( Ps ( P / ! / 
/ f dq, Ars da; ea Fa { 4 \ I. 


/\ cp / ‚} , op / / 
J td (tt 
J } Far ud =. ds En ‘ 4 \ Je 
IA Op ’ 
j di dq b 
dit ‘ ur / ® 
J ge | Jı j | / Dar Im \ n—1 
.I 7 1 J » r " . sn 
in uuıbus sun! Be a ‚ eonslanles noVvae arbılrarıae. 


Sysiema aequalionum differentialium vulearıum ila propositum est. ul 
dillferentialia variabilium datis quantitalibus existant proporlionalia.  Fingatur 
differentiale auxiliare df, euius ope quanlilates proportionales evadanl inter se 
aequales. unde systema propositum fit: 

dq of dg, 1 dq of 
«lt op , «di cp, Ar, di op ? 
dp of dp, of dp, of 
ft eg Fa lt O4; L 9 di . Im 
Hine Ai 
= dq, his 


od ca 


dg; 


I) cf ep, of OP: _, of op, dt. 


top, ca op, 04 Du qm 
i - 


\! differentiando aequationem propositam f== a secundum «a prodit: 


of ep, of op, Ä of op N 


7 P; r (1 ( pP oA ( Pn cd 





# (i. # Jıaı ‚Ö t. nNOoÜa nm hodus deugmtat f ! Niri } f f fi “ ) 
I f ade 
unde aequaltio anleeedens abi In sequenlem 
pP 7 . 
da, dq (lt}] { 
. k f I Pr Bu r . r . ° 
ClItll> pals dat FaeVaäall = diierenliake eX\actıım. liine VIdenius. TA aruanlı © 
auxıllarıs 7 obliınealur per soias wuadraluras. non esse neeessarium. ul 0m 
quanlttates Pıs P2s »*- Pas Gı> 9 (j ber unam eX earum Numero eX- 
primanltur, alque !um ex una acqualionum dillerenliallum proposilarum. « Y 
) 
ex aequalione 
/4 fi 
(fi 
. . ı . ! 
alor sius / per auadraluram erua ST EXDrEssis 7 
valid! ı I | vuadre uran ert U] (l \| { / / / (}] 
aequalionum a, fı et, / di P Fe ( haberı / 
per aequalıonem 
#° r nn 
\ )) OP, ı) y 
f} elt { | ! 
! a } t ff! I: { // dq ag \ 
- “ f y \ ‘ » Ina 1 “ R 2 ». . 
ın qua b est nova eonslans arbilraria 
De antecedentibus theorena eondilur. Designalis ıllis qua d. sec rabantur title (dl «hırbus 
. 1 1} 7 
per [; b,, vel H, b., erpressionum |H.,H,|, |H.,H,| ralores indagantın 
34. 


Si best integrale aequalionts difft 
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quale mrentur per ceqnalionem 


/irdg, p.dg; 


ope aequalionum [ 


J ff 
ı\9 


7 Pı» / 
in qua Pi» Pr» 
per dı> @:- 


eulgarium 


Pr 
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dq, dq, J 


renlialis parlialis propostlae 


a u (E. 
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Pudguy: 
di. [> 


a,fı: Ti Fi d 


erpressae sunt. licet integralia aequalionum diflerentialium 
/ 4 / 


ct ep dt cp, p 

dp, n f dp, Oo} dp ' / 

tl vg ? ft cd L ft og ? 

hoc modo repraesenlare, 
oV oV cV 
.:* ) " , Io " ? . 
oq, / ’ og, P: CO l 
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in quibus a, 4. Ay»... Ay. b,b. b. ... 5b, , sunt 2m constantes arbi- 


Irariae. Unde integratio complela est. 

Theorema praecedens gravissimum. jam olim a me demonslralum,. esi 
amplificalio alius Iheoremalis ab ill. Hamilton invenli. quo primus aequaliones 
differentiales vulgares dvnamicas ad aequationes dilferentiales partliales revocavil. 
Sed ille binas simul adhibuit aequaliones differentiales parliales,. quo praeter 
necessitatem problema intrieabalur. Eratque eo tempore integratio aequalionis 
differentialis parlialis f= a problema multo dilheilius et quod multo plures 
postulabal integraliones quam integralio sysiemalis aequalionum differentialium 
vulgarium. quae simul sunt aequaliones differentiales dynamicae 


dq of dp, of 


lt op. dt 04; 
Qua de re lum temporis vir ill. multo magis aequalionum differentialium par- 
tialium integralionem quam dynamicam promovisse existimandus eral. Neque 
vero viri Hlustris merito derogpatum esse volo. Summum enim videtur uum 
in omni scienlia Ium in analysi malhemalica nexus novus patefactus inter ea. 


guae nullo vineulo videbanlur eoniunela. 


Statuamus. designante 7 unum quemlibel e numeris 0. 1. 2. ... m-1: 
( } | cp, OP: op, N 
de ha 2 27 7 oe BOOSTER BB Ku 
cd. J r a. I: od. [: - ca. In \ li» 


ei quemadmodum supra ($. 32.) supposilum est. e functione f; |, prodire funclio- 


nem HH. ,. si in funetione illa loco constanlium a, 4. &ı. ... dia. quas 
eontinet. ponantur funetiones 4, H,. H,. ... H; ,. ila iam supponamus. e 
funetionibus fi, prodire funetiones H; ,. si loco conslantium a, @,. &.... a, re 
quas conlinent. ponanlur respeclive funetiones H, H,. H,, ... H,_,. ita ul 


eliam »» funetiones H,. FH. .... H,_, sint ipsarum gı> Gas... Gas Pıs Par = =» Phn 
[unetiones. conslanles a, d,. ... @,_, non ceontinentes.  Desienantibus ’. k 


binos quoslibet e numeris 0. 1. 2. ... m-—1, erat ödentice 
[H;, H,) 0: 
iam valorem expressionum 
(H;, H,] 

invesligemus. 

Ac primum observo. in expressione illa loco FH, poni posse funetio- 
nem /f;, e qua H, oblinetur ponendo loco a, a,. @, ... @,_, funetiones f, 
fi» fs: ::: fs: Etenim, si eandem substitulionem facimus, posiquam ex- 
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of öf, 

k Ä * D » 2 . 

= | 2... —_ formatae sunt. ödentice fit. sicuti e 
oa oa Odu—i 


pressiones [H;, fi ]- 


formatione expressionis [H;, H;] facile sequitur: 


H,, H,] rs H;, fi] a (H;, H + fr H;, H,| Wear en [H;, H, |. 
od ( (l, oA 1 
Unde, expressionibus 
a, DEE, TA. :..: TH 
identice evanescenlibus. quum insuper funetio f; solas 91» Q3= --- Gm» Ar Ara... Am 
neque quantitates p,. Ps. . .. P,„ eonlineat: 
(e H ( f; ( H j f; cH. « f. Ä 


H,. Hl) = [H;, fi! TR 
[ | L fi } ! op, og, g< P; 09; OPm On 


oH, OH; 5, 


“p; 
top, ca, Op, oa, op ca, ) 
Unde habetur 
| RR | OH, 
[H,, H,])=[H,;, fi] 
oa 
siquidem in functione H; in locum variabilium p,. p:- ... p, ad formandum 
. . oH, . ö : 
differentiale partiale eg substituuntur eorum valores, qui obtinentur ex 
. 
aequationibus: 
Bau Ku. :.. Ks. 
sice erit identice [H;, H,] =0, quoties i et k dirersi sunt, atque 1. 


siim=k. 
Quod atlinet ad valores expressionum 
[H;, H;\. 
primum observo, haberi per easdem considerationes, quibus antecedentibus 
usi sumus. | 
[H;, H,] IH;, fı]- 

eamque aequationem idenlicam fieri, si post formatam expressionem [H;, fi 
in ea loco ipsarum a, a,. @y, ... A„_, restiluamus funeliones i re 2 
Quod si in fine operationum signis nostris indicalarum elheimus, fit identice: 


Ein 


oa ad OOm—1 


[H, fl) = Is fl RR; 


porro antecedentibus vidimus. si ? et % diversi sint. fieri: 


(H, & fi ] 0 4 
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expressio autem [/f;, f;] in nihilum abit, quum neque f; neque f; quantitates 
. p,„ eontineant; unde, si ö et k inter se diversi sunt, fit 

[H;, H,]=[H;, fi] =. 


Aequatio autem |H;, H,]=0. si ö=%k, sponte palet. Jam igitur aequationum 


Pı=- P>- 


differentialium 


dq, ” of dg, i of dm = of 
dı ee a Tr 
dp, - c f dp, 4 ( f dp, N of 
"Tr ;7 er 7 0,” dt  Ögm 


2m integralia inventa 


(Me, Bun, Men :;.: Ku, 
mer, Kar, Beh... ie, 
ita comparata sunt, ut tribuendo ipsis i et k valores 1.2. 3. ... m, identice sit: 


[H,4H,]=0, [H/,H)=0, 
ac siiet k inter se diversi sunt, 
H,;, H;| —— VÖ, 


denique 


[#,H!] = —1. 


Quae sunt propositiones in theoria nostra fundamentales. 


De modificatione formularum praecedentium, qua opus est, st functio f ipsam continet 
variabtilem t, quae supra lanquam auztliaris spectabatur. 


3D. 


Supposuimus, in systemate aequalionum proposilarum: 


a “_t 3 M__I 
or di cp,’ dt og, ’ 
[unetionem f ipsas tantum 1» Ya» »»: Guns Pı» Pas --- P„ neque quanlilatem { 
continere. Sed facile iste casus, quo f eliam £ conlinet, ad praecedentem 
revocalur. Slaluamus enim in praecedentibus variabilibus g. 9» ... Q„ &c- 
cedere variabilem /, unde posito 
oV 
_—# 
ot 


etiam statuendum erit: 


2.) dV = udt+p,dg +pdg ++ Ppdgn: 


\ 


& 
P 3 
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Insuper in aequatione differentiali partiali proposita loco f seribatur «--f, ita 
ut evadat illa: 
\ f » . 'V N 
(: ) ,—- = ara c ü % 
\ 3.) uU f d SIVt Ar f A ). 
functione f involvente ipsam f neque vero ipsam x. His statutis mutationibus 
formulae propositae sponte ad casum patent, quo f ipsam # involvit. Nam 


quum sil 


ou -f) ' e(u--f of 
cu . ’ e ou ! ot ° 

( a“ l) of ou / of 
og, Br . q, ’ cp; - r p; ? 


aequaliones differentiales vulgares,. quarum integrationem vidimus $$. 32. 33 


pendere ab integratione aequatlionis differentialis parlialis propositae, hae evadunt: 


Bi ir... mi Be: Mi: dp, 
a a EEE 
ER P; OP; OPm ot ( I: og, PIE Om 


quae eaedem sunt alque aequationes (1.). accedente. si placet. aequatione 


, du ni f 
1.) dt ws FT 


Praeter aequationem propositam «-;-f=a sin! 
ar hu Bei ..: KR 
integralia aequationum (1.) per melhodum a me supra propositam indaganda. 
E quibus ipsae #, pP. Pa= »:. Pu Per #, Yı, 92» --- 9, Ita determinantur, ut fial 
adt+p,dgt pdg ++ pudq, 

expressio integrabilis. Numerus aequalionum (D.) unilate maior est atque in 
quaestionibus praecedentibus, quum variabilibus independenlibus q,. 9. -.. q, 
accesserit nova variabilis £. Ac per regulam praescriplam erit fa, integrale 
quodeunque aequalionum (1.); in quibus quum neque » neque constans a ob- 
venial. etiam f, neque # neque «a conlinebit,. idemque valebit de functionibus 


fr» fs» --- fu. Quarum f; erit funetio ipsarum P;, Piris »-- Pr» & Qır Pas >: ms 


A. db, ... Ad; 5. Si in f loco a, restituimus funelionem f,. prodeat f, = Hh: 
si in f; loco a,. a, reslituimus functiones f,. ÄA,. prodeat f; = H,. et ita porro. 
Unde generaliter fit H; funetio ipsarum pı= Par ==: Pas Es ir Por: Gm a 


constantibus arbitrariis vacua, quae ope aequationum , =a,. h = .... fi 1 =@_, 





*) Constantem a per totam disquisitionem sequentem etiam = 0 ponere lıcet. 
8 * 
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ipsi f; aequalis evadit. In locum igitur aequationum (9.) hae quoque adhiberi 
possunt: 


6. Ba. KB aa... Mh, 


\ 


quae et ipsa erunt aequationum (1.) integralia. Inventis aequationibus (9.) 


earumque ope expressis f, Pı» Pr» P„ per quanlilates f, Yı> Ga»: Gms 


@,., habentur e $. 34 reliqua integralia aequalionum (1. 


ds Br 
oV /\ of cp op; Pr gg. \ 
| — — di-Ä - da,  dg+ ++ —dg, (| b\. 
Ye tt ca da, sr d, 1" ca, dm | 
ı« V n ( ' op KI3F. . 1 I m ) 
/ - NT Mn dqı +: Ei dq.-+ L da, b:. 
T od, fi od, od, od, od, 
| ( V /} of op OP, j OPm ! 
— — d+-—dgy+—dg + dan On 
O4. : ( OU, - Ol fh O4. 1: dan I \ 
desienantibus b,. b,. ... db, novas constantes arbitrarias. 
Aequatio. quae e $. 34 addi polest, 
cV 
a = b. 
oa 


hie mere identica evadit; nam quum expressiones ipsarum f, Pı> Pr» ==: Pr 
consitantem a non contineant, atque sit = a—f, eruimus differentiando (2.) 


oV 
cd 


quod aequalionem praecedentem sponte suppediltat. 
ende od oV oV oV 

‚Si in functionibus —, —, ... - loco 
ca od, Ol 


I 3 
funetiones inde prodeuntes vocemus rursus 


seeundum «a et inteerando: 


ipsarum &, ld. ... A, 


ponimus funeliones H,. H,,.... H,., 
H,. H,.... H,. Tum, pro his funetionibus sieuti supra, 


[H,H]=0,. [H,H)=0, [H,H]=0, 
[H., #1) = —1, 


valebunt aequationes 


h 


si quidem notatione 

[Y> W] 

semper designamus expressionem 

ie, w] - op oy, pop, v 

iv. WW er. BE EEE ; 

E ru og, °P, 0g, °P, Og9m OP:n 
og oy og oy og oO 


op, og, op; og, OPm O4m 


Ve 
Be; 


(.@. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. 61 


Quamquam enim casıu,. quem hie consideramus, variabilibus 
u re u Ba hr + 


aceedunt variabiles 

[, u, 
unde videri possel, aequalionibus praecedentibus accedere debere terminos e 
differentialione secundum has variabiles provenientes: nullo tamen modo in 
formandis expressionibus 


',H), [H,H). [H;,H, 


opus est, ut habeamus respeelum ad variabilem # functiones H,, H; afficientem 
alque eliam respectu huius dilferentialiones partiales instituamus. Nam quum fun- 
etiones H;, H; non conlineant ipsam x, evaneseunt lermini, qui addendi forent, 


cH, oH, oH, cH. 


A 


on ot ou 
cH. oH, cH, cH, 
et ou ot ou ’ 
cH; cH, oH, cH 
cl cu al cu 
Sı ponitur 
uf H, 


solis expressionibus 


[H,H),. I[H,H;] 
termini accedunt provenientes e differentiatione respectu ipsarum #, « inslituta. 


Habetur enim, quum f ipsam « non involval. 
cH 
= 14 


cu 


unde termini addendi valores oblinent sequentes: 


cH cH; cH; coH  oH; 
ot ou ol ou ol 
oH cH; cH. OH oH; 
oT Tr: 7? ol 
Unde sequitur: - m 
r - ch; . } Oh; 
nn Hu) = 0 


N 


| oH: Ö 
[H, HJ——— = [Hl] = 0 


Oo 


Quae formulae etiam inde deducuntur,. quod sint aequaliones 
H;:= Const..  H; = Const. 
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integralia aequationum differentialium propositarum. 


dq; ef dp, of 
dt | < P; P dt ne og: ” 
ita ut. substitutis his aequationibus. identice fa! 
dH 0 dH, 0 
u“ ” dt 


quod formulas praecedentes suppeditat. Si ponimus analogiam notationis ad- 


hibitae servantes 
eV 


ca 


H, 
manen! aequationes 
#,5=-% [2,8 1=0, 

quum funetiones #4, H;, H; ipsam x non involvant. ideoque termini addendi 
evanescant. (uod altinet ad expressionem 

[H, H’). 
observo eam evanescere. quia #’ nullam contineat variabilium 

ri se u Bi ie 


sed unicam #. 


Applicatio in aequationes dynamicas. Quae sub Lagrangiana forma proponuntur. 
3b. 
In formam aequationum differentialium vulgarium propositarum 


ag, £ f ( P; 1 } f 


dt cp; . Foo og. 
aequationes differentiales dvnamicas revocari posse omnibus casibus. quibus 
prineipium minimae actionis sive prineipium eonservationis virium vivarum locum 
habeat. primus. quantum scio. ill. Hamilton docuit. Adstruam primum formulas 
dynamicas generales Lagrangianas ex jisque deinde formulas propositas deducam. 

Proponantur » puncta materialia. quorum massae m,. m». ... m,; Sint 

2;, 9. =; ecoordinatae orthogonales puncti. cuius massa m;: ac Sollieitetur 
punetum illud secundum directiones axium coordinatarum viribus X;, Y,, Z, 
erunt problemata mechanica. quae hie consideramus et pro quibus dieta prin- 
cipia valent. ea. in quibus expressio 

m | A;da, + Y;dy;+ Z,dz;!. 


extensa ad omnia » corpora. est differentiale completum. Cuius integrale si 
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vocaltur U, erunt aequaliones differentiales dynamicae contentae hac aequalione 
symbolic: 
dr: d’y. d’z. 
5 \ l ) Er 3 ) N ! J 
m; -02;+- Oy;+ —a 08 OU, 
td di In dt“ } { 
eui salistieri debet per varialiones omnes virtuales dr,, dy;, Odz:, sive per 
varialiones condiliones non lurbantes, quibus » puneta materialia subieela sunt. 
Id quod docuit olim ill. Zagrange combinando prineipium d’Alemberti cum 
principio velocitatum virtualium.  Posito autem 
d.r. dy; da. 
L;. l “ » . 
di da de © 


fit aequalio illa symboliea: 


dem; ; ‚I, y,öy,; 43; ö3,\ Bu ' NE ' 
EN . Ft ER ae ee > 2.02: } j 
“ Sm; da; + y;dy; + 2;03;, WU, 


quae, posita semissi virium vivarım 
,Imfja a; +yyi +2:2;| T, 
sic eliam repraesentari potest: 


dEm;\x,0x, 


öy;-t-3/dz 
Y9y 3,08, — J(U+T). 





dt 


Statuendo U+-T= R, hanc aequationem ita exhibeamus: 


d2; OR dx. h " öy. | om uf 
or. en, oy. ı 02, | 
dt 


id quod licet, quum U quantitates x;, Y;, 3; omnino non eonlineat. Exprimamus 





3n quantitates x;, Y;, 2; per m alias quantilates 9, 9» . .. Q„ Silque rursus 
dg; 
( . a — iu 
Ti dt 
lacile probatur expressa etiam R per 9» 9» --: Gm» Gi» Das =: m fleri: 
/ < ) Oo 'R \ ' ( R d. © 'R } ) 
zZ) #7 mt z7T - 0%; 
if Or! dr, | Y: Y; | 77 %; (| 
(1.) 
oR & ı; oR N oR J 
’ ( Er in... er u RE m 
. q, 1 | 04, 7 | Ö Im Em 


Habetur enim 
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\ cR eR oR ) 
Be ; um Bi: =ESE dy; - -dz; = 
Or. cy 2 02, s 
i N N 
le R CT ER cy; eR ( S, ' ' 
Pr. nz . u u ne I 2 u e ( w 
ft or, ( q, ( N og, 03. og, ) qı 
< \ e-R ( T; ce R cy; r R ( 5, ) 
— _ - —— - — —00; 
Loox. < g, cy cq, 03. 04, \“q 
SER ©8 , oR Mu , ER ©}, 
=; ) = — + - - - — ( 09. 
(oa oq co cq 03 cq I" 
At quum sit 
Cr OT OZ 
on = —U, —- —I1, — + — & 
: ( q, 1: f G, q: ( "Im q 
erit 
CI 04 ce cu O2: v3». 
rn 2 . ac similiter zz. 
eg, €©q noch cc 
unde 
ni Or cR °%y; oR °3; | 
u r f q f 7 cq, f p< f q, ) 
jER © ER ©  6R © \ ER 
AT er ee 
7 ri f cy oq ( , f q, ( q; 
ideoque 
\ cR ( R [ R ) — GR 
Bit ei ui ES, 
'; en ey de 02 a de: ’R 


quod probandum erat. Habemus igitur. expressa R per novas quantitates g;. 


q,. aequationem 








Si = est numerus aequationum econditionalium. quibus 3» coordinatae satisfacere 
debent. fieri debet m aut =3» — aut > 3n— na. Sim=3n—n+r, designante 
 numerum positivum, habetur inter quantitates q,.9,. ... q, numerus v aequatio- 
num conditionalium. unde totidem emergunt inter variationes dqı. IM. ... lg 
aequationes conditionales. Ac primum quidem, existente m=3»—7, quantitates 
Jı- 9:- --- q.. a se invicem independentes sunt ideoque variationes dq,. dq2....dq 
prorsus arbitrariae. Hoc igitur casu ex aequatione praecedenti symbolica hoc 
fluit aequationum differentialium svstema: 
Pr}. R | ! eR | q R 
R Eu Pr FR og, -R og, 
I 


_ At ie 2 q, ‚dt F “ . . . - Im dt 
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Hac forma aequationes differentiales dynamicae iam in editione prima Mechanicae 


Lagrangianae propositae inveniuntur. 


Forma Hamiltonana aequationum dynamıcarum derivratur ; quae cum systemate supra 
considerato congruit. Theorema VI. de tertio integrali e binis quibuslibet inveniendo 


appliatur in systema dynamieum. 
37T. 
At ill. Poisson in laudalissima commentalione de Fariatione Constantium 
In 


(Journal de V’Ecole Polyt. Cah. XV ) loco quantitatum dıs 0 (q, alias 


formulas dynamicas introduxit. 
oR oR oR 
Pi eq . pP: eq, . we p öq . 
Quibus ipsis variabilibus adhibilis in locum functionis AR ill. Hamilton novam 


introduxit funetionem: 





oR oR oh 
HH at („— Rt 
( 4, ( 4; ( FR 
Pıdıt P2Iet't Pa Um R. 
Qua funelione per gı- 9:- Ins Pı» Pr» »-- P„ eXpressa. ubi simul has 
omnes quanlilales varlamus, oblinemus: 
OH = dp dp: 4.0p 
OR, ÖR | ÖR | 
— — I) — - Os — +++: ÖG,.- 
og: 0 r Odm pi 
Evaneseit enim expressio 
pidn+ PrIg- p.9g 
— ii —— (lt I - Ol» + ++ —+ - ( . 
og, jı 77 q. 1: "zq, Tui 
Expressio ipsius OH inventa iam suppeditat differentialia parlialia functionis H 
secundum novas variabiles sumta sequenlia: 
coH | cH oH 
— — (> —=6G. du; 
op, . op; 1: OP I 
cH oR cH oR oH oR 
og, f: oq, i 09; E* 09; ? ( Am u i ( (m 
Quibus valoribus substitutis. vice versa R e funclione // obtinetur per formulam: 
R Pıfı "Pr: Eee  Pın Im -H 
oH cH oH 
= MN +Pp=— ++ Pu; -H. 
op, op, OPm 
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Introduetis igitur quanlitatibus gı> @2> - - : ms Pı» Pr» p„ ut variabilibus, 


aequatio inventa symbolica iam haee evadit: 








| cH oH oH d\p ögqg, -+P,Ög, +4 Dy Ögm 
R pn: I ne mh: _ diP, 99, Pr 9, -PmOgGm| 
( p, op, OPm dt 
Facta variatione et differentiatione et substitutis valoribus 
Ä cH 
dr = 
/k cp, 
venit in aequationis praecedentis utraque parle expressio 
cH oH 00H 
Ppıd-=— + pmI--— + + +pndz; 
ep, op, OPm 
qua reiecta. hane naneiscimur formulam: 
OH, ,OH, OH , 
17 dg + I +. +2— lg, = 
\ og, 04, OQm 
l 
y | dp, x dp, x dp 
— dt Jg; HJ) 
a ar ch de "Ar 


Si m=sn—n, designante z numerum aequationum conditionalium,, quibus 
coordinatae punclorum materialium satisfacere debent, quantitates q,, 9» .-: qm 
a se invicem prorsus independentes sunt, earumque variationes dq,, Om»... dq, 
omnes arbitrariae. Quo casu ex (1.) fluunt aequationes differentiales dynamicae 





in variabilibus g,> @2> --. ms Pıs Pr> --- P„ eXhibitae: 
c HH dq, cH dg, oH dan 
| a te. 7 
Ka 
in ©H _ dp, cH dp, oH dpm 
on. dt ? "Sag dt Ögm wer 


Qua forma primus ill. Hamilton aequationes dynamicas exhibuit, neque parum 
inde commodi in Mechanicam Analyticam redundasse existimo. Observaverat 





iam 1. e. ill. Poisson, valores ipsarum Ku g; per quantitates g;, p; expressos 
ita comparatos esse, ut habeatur 

09; og, 

op “ pP; 


(Journal de l’Ecole Polyt. Cah. XV, pag. 275), quae ad finem sibi propositum 
sufficiebant formulae. E formulis (2.) stalim etiam sequentes fluunt: 
og; op; op; op; 


— nu — . 


og, op; og; og; 


= 
siquidem rursus p; = —— ponimus. 
d 


RT. © 
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Forma Hamiltoniana aequationum differentialium dvnamicarım cadem 
est atque systemalıs aequationum differentialium vulgarium. cuius interrationem 
supra docui $$. 33. 34. 

Si in aequalione supra ($. 36 (1.)) probata 


< oR ) ; oR ) oR £ ) en oR 
—; Zu DU: fü Y; Pr Oz; ( = »Y dg:, 
ı OO r Y; 0%; og, 


in locum ipsorum dr;, dy;, dz;, dq, simul ponimus &;, 9. 3, 94, quod licet. 
quum aequationes conditionales supponantur ipsam £ non involvere, eruimus: 





>, Dog 4 er Y; I oB 3; | y.s q 
) an I ) R | ur 0 . 
Da: ( Y; 02, oq, F 
Unde substituto valore R= T+U, quum sit 
oR oT oR oT oR ol 
mem De ls 7 m; 2 
L; ; oy; ( Y; 03, 02 
prodit: 
‘ Y — oR Y T 
2T = a a =H+R=H-+T-U. 
u) 


In applicationibus igitur ad dynamicam est funetio H ipsi T—U aequalis, unde 


aequatio 


= Äh 
in qua A est constans arbitraria, est ipsa aequalio conservationem virium vivarum 
concernens. 
Docet theorema VI. supra probatum,. si habentur aequationum (2.) duo 
alia integralia quaecunque 
p=a, wo, 
in quibus a et b sunt constantes arbitrariae ipsas g et w non allicientes, inde 


generaliter deduei integrale novum: 


oO oW oc OW / ‚rlı 
Er Er 
oq, op, 0g; C P; OGm c Pn 
op ow op oWw op oWw 
( P\ og, OP; 09, C Pın Ogm 


Exponitur problema de expressione |p, w] per matorem variabilium numerum 
exchibenda, inter quas aequationes conditionales datae sunt. 
38. 
Quum propter rei utilitatem tum propter egregiam eius diffieultatem tum 


quia accurate examinare iuvat, quaecunque speclant ad expressionem [Y, y} tantis 
g* 
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proprielatibus gaudentem, investigabo hie expressionem, quam induit |, w]. si 
in ea loco quantitatum 1» 9a» - . . Y. a se independentium restlituuntur 32 coor- 
dinalae ,. 9. 2;, quae datis conditionibus quibuseungue salisfacere debent, 
sive generalius introdueitur maior numerus variabilium S,, &5- ... £,. inter 


quas numerus (—m relationum loeum habent. In hoc problemate supponitur, 


ıpsas g el w ut funeliones ipsarum &,» 5» ... &, el quantitatum 
TE dE . de, ef di, 
Er es ee dt 


dalas esse, alque ipsius [y, w] expressio invesliganda talis esse debet, ut nullae 


in ea invenianlur quantilates,. ad quarum formalionem efficiendam dalae esse 
debeni relationes, quibus quantitates &. 5. ... 5, el Yı» Ps =: m aliae 
per alias determinantur, ita ut in formula investiganda nulla variabilium 
Yı- I» --- 9, Vestigia remaneant. Jam problema aceuralius exponam. 

Problema propositum hoc est: 

Sint inter «. quantitates &,. 5. ... £, dalae aequaliones conditionales 
numero u—m, 

Fr=R PD—V, eic.. 


unde etiam inter ipsas 5). &. ... £, habentur aequationes 








dF of . ») m 0 
BTER SE MT DE MT TE te“ . 
21 >2 Su 
dp cD, „.,c»b . eb 
_—- tat tr = 
lt Oo ( &n & Ob 
Quum inter « quantitates S,. 5. . .. £„ datae sint «—m aequaliones con- 
ditionales, exprimi possunt quantitates illae per m quantitates . ®- --- q„ a 
se invicem independentes. Unde posito 
dq, 
der "7 
exprimi etiam possunt quantitates S,. Sa» ».. S, Per Qi» G3> +: ms Yıs Gr -:: Gm 
ope formularum 
{ < G + 4 5; 
Ta I, PTTT I Im 
Sit etiam AR functio quaecunque ipsarum S,. Sr. Eu Sn <,, atque 
„OR | „ OR .r oR 
H = 3, —- + h— + .++f,———R. 
(vi N» = 


positoque 


an) 
De) 
. 
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exprimatur H per Sı, S:. Sur Urs Ur... v,. qua expressione differentiata 
respective seeundum 9. Us... ©, sequitur ex analvsi supra tradita vice 
versa obtineri quantitates iIpsis Si. 5. . .. S, aequales, sive fieri 

ae EG ; H 

Sı ev, - S) dr, . rg S ur 
Unde cognila expressione illa ipsius H, habetur expressio ipsius R per S,. S;. S 
Ur Oro... vd, Ope formulae 

Bann FE 
ev, Ov, cv, 

Substitutis iam expressionibus ipsarum Sı. Sıs 2. 5, Per Yır 9. . q, alque 
expressionibus Iipsarım He ne as Min ie (ms EX- 


hibeatur AR per has 2m quantitates: quo facto demonstratur prorsus eadem 


ralione atque formula (1.) $.36 demonstrata est. haee aequalio : 


.« OR „oR ceR 
STE TE TTS 
cR eR . cR 
{ h ( t ... N Ai — 6 
hg "Irag, / eg, 


Unde expressa R per qı= Ga»: - Im» Yır Ds 


quantitates sie exhibetur: 











OR. ‚OR. ER 
H hr tn rt "tg —R. 
( 4, ( q; ( ® 
Posito 
oR oR oR 
1 =. =... ki -, 
Pı eq P: °q, l ög. 
exprimatur H per qı= G2= - =» Ans Pıs Pas --» Pm} qua expressione differentiata 
seeundum pP,» Pr> --- Pm, Vice versa obtinentur quantitales ipsis gı» Qa» -  - Gm 
aequales sive habentur aequationes 
cH J cH cH 
oo “ (  — 78 . . . { m - er 
qı op, 1 Sp, / ODn 
Unde erit 
oH WO 
R = vv — +1 — +"+v,— —H 
cv " ov OU, 
l 2 
cH oH | cH 
= m + +""+Ppan— —H. 
op, ( P: OP m 


His positis sint g, w binae functiones guaecungue ipsarum Sy. Sp» | 
3 quibus expressis per gı» @2> --- Im» I» > gQ„ ac deinde 


u? 


je 
En 


Sr 
fr 


19 
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ope aequationum 


oR oR oR 

) 7 . =. a > wm 

er er En 09; m gm 

liisdem expressis per gı> @> --- ms Pıs Pa» Pu, formetur expressio 

cp cw . op ow op oO 
EEE ee 
09 op, 0g, Op, Ögm OPm 
cp ow cp ow op Ow 
op, © 0 0% OPm O4m 


Functiones 9, w eliam per quantitates 5. &, ... &,, dı. 3» ... v, exhiberi 
possunt. Quibus cognilis expressionibus. quaeritur: 


„datis expressionibus trium functionum H, y, w per quantitates 5,. 52. ... &,. 


Urn Urs... dv, altque aequationibus, quae inter ipsas Sı» 52, ... 5, locum 
habent, 

F-0. P=(0, etc.. 
neque vero cognitis relationibus, quibus quantitates S,. &. ... 5, per 


alias independentes qı- 92» --: Q determinantur, invenire valorem er- 


pressionis 


ig, u) 


Quod est problema propositum. 


9. 


Exposilioni problematis antecedentis has addam dilueidationes. Quanti- 


tatum S;, S;, R, Ä, , w expressiones per gı-. Ga>2 --- Qms Pıs Pr - -- Pr 


sunt prorsus determinatae. simulac relationes datae sunt, quarum ope ad- 
vocatis aequationibus F=0, $P=0, quantitates 5. 52» -.. 5, Per qı- 


exhiberi possunt. At expressiones ipsarum g;, p;. 5;, R, H, g, u 


nt 


Ir Gm 
v, ope aequalionüum F=0,$=(0,.... ei 


- 


per Sıa na er S . U U). 
quae ex lis differenliatione deducuntur, variis modis immutari possunt. Agamus 


primum de determinatione quantitatum v; per ipsas S;, S; atque de formatione 
functionis #4 per ipsas S;, v,; exprimenda. (Qua in re proficisci debemus a 





funetione AR, quae erat functio quaecunque ipsarum S;. S;. Posito 
i B.n oF Pr. 
F — Sı —$ F=—5,> 
' (D -WD ( 
p z Sı - S E: 
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[unetioni R addi possunt expressiones FR, $,... F, &', ... per factores 
arbitrarios A, 4, 2... Ay. 4. ... multiplicatae. quippe quae expressiones EX 
hypothesi sunt evanescentes. Et maxime distinguendum erit. an ipsi AR soli 
termini AF+- u - +, an eliam termini 4, F'--u,$’'--..- addantur. Nam casu 


priore valores ipsarum 
( R 


OS, 
prorsus iidem manent, seu polius alias non patiuntur mutationes. nisi quod iis 
termini in funetiones evanescenles F. $,... multiplicati accedant. Unde etiam 
vice versa expressiones ipsarum S; atque funetionum AR, H per quanlitates 
S;, v; nonnisi easdem mulaliones subeunt, seilicet termini per quantitates F, , 
multiplicati iis accedunt neque vero termini in F, P, ... dueti. 

At longe secus evenil,. si funetioni R etiam termini A, F'-- u, &' 
addantur. Et funetio quidem 


Pe: SE. FR „ oR 
H S “ 1 S) £ ED Su er R 
O& a OS, OS, 


valorem certe numericum non nmmtabit, quum sit idenlice: 


‚pr JR? yE! 
OF „or ı eF _F' 0 
sı 7 227% u a 7 pe “ 
{ - o& ce» 
> =2 uyr 
„oW#! oWw' . 0W! i 
Sı "„rT sa EWR | S ’ 2 cu D 0. 
( S, Os, Os u 


Sed quantitates v; non lantum formam addilione expressionum evanescentium 


mutabunt. sed alios adeo valores numericos induunt. Quippe quae evadunt 


oR . ; OF . o&D | 
U; = -—- Ar. U, —— tt’. 
a O8. be. ob. "08, 


omissis terminis evanescentibus: 





I au 2) Bu 
I mL a Ze 
o£. O8. 08. | 

7 = > >; 
Qua de re eliam forma functionis H per ipsas S;, v; expressa alias subire 
debet mutationes praeter accessum functionum evanescenlium, quum valor ipsius 


H immutatus manere debeat, dum quanlitales v,, v,. v„, quae funetionem A 


ingrediuntur, alios valores induant. Ut mutationes accuralius indieem, sit 





/ ; OR. oD | 
. = Aı m TU ze tete. 
? LOE. | "OB T 
oA ou DA u : ; 
be a, 
Y Y “ ’ 
O8. US C + OS; 
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14 


R+4F+ub-+.. +4 F+u,P +: 


sint porro v; quanlitates, in quas ipsae v; abeunt, si loco R ponitur 


Tum erit 


U; — U —l;—L . 
porro posilo 
a EL | ME ;, 
Km; ——, "= 2 -— u, 
( m, 2 Oc 
u; -7 
RR \ o.' L? 0 .' OM, 
hm 5 . uU) = <=Sı R 
ie ‘ ai I J 
( S; ( S; 


abit # in expressionem 
H'" = H+WF+ WW" $P+.- +4FH+ub +... 
omissis quantitalibus se muiuo destruentibus 


FOp! Ivse® gt 
(> 


or 
u) 2; 5; 


© 
1%: 
( 


re 


atque in lermino primo H loco ipsarum v; positis valoribus v;—4;—L;,. Quibus 


adhibitis expressionibus sine multo negolio inveniltur, quod fieri debet, 


oH HH . 

— = — 6, 

cv’ OV. jr 
4 I 


Rejecltis enim terminis evanescenlibus fil 


E_ Mr | 
cv! OV. u: v. © v;  ov 
7 7 k z 





v 2 ll r- _ ... 
av! ' N 1 Ay? 


oH° oH eH rel | +) „OF | „o®' 


porro, quum omnes solarum S; functiones secundum v; dilferenliatae evanescant, 


U Bu en 0 0 
ar U A " el da A u 7 
oH oL,  % oL, orF' .. oh, | oD' AEE ou, 
— I IL Ssk a... — 3. ıISk ae Ta, Ks Ag T°'" 
Ä ov, ov k köy® av! Ä Kor ov! kS1 38 
ı 1 r 1 < 
_.00F' „oP' | 
"av! I "av ] 


Unde rejectis terminis se muluo destruenlibus, prodit formula demonstranda: 


cl R cH 
u . 9 
ov, o v; 


quae valet pro quolibet indicis ? valore. Apposui antecedentia, quamquam ad 
propositi problematis solutionem non necessaria, sieuti innui, ad dilucidationem 
rei: ; prona enim est in hac quaeslione ad errores via. 








sah lau ala ne FA a 
TEE 


ch yo 
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Etiam functiones g et  variis modis mutari possunt addendo iis ter- 
minos in F, $,...F,®#)',... mulliplicatos, sive expressis p, w, sieuli re- 
quiritur, per quanlilates S;, v;, addendo terminos multiplicatos in, &,... A, B, 
siquidem per A, B, ... designamus valores ipsarum F’, $', ... per quanti- 


tates S;, v; exhibitos. scilicet expressiones. 


>7 


oF OH  OoF öH oF oH 
o& ou, og, ov, Of, Ov,” 
B ob, oH  coPD 66H cD coH 
08, ov, O8, or, | O8. vu 
Quae expressiones quum evanescere debeant, sunt A=0. B=0. ... aequa- 


tiones conditionales. quae inter ipsas S;. v; locum habent. 

Ante omnia bene tenendum est. e variis quidem formis, quas functio R 
per aequationes F=0, P=0,.... F=0. P=0, ... induere polest,. quam- 
cunque eligi posse: sed hac electa atque raltione praescripta inde deduetis 
expressionibus ipsarum v; per quantilates S;, S; alque funetionis 4 per quanli- 
tates S;. v;. supponi, has expressiones per aequaltiones illas non denuo mulari 


Alioqui enim in infinitos errores delaberemur. 


Exrpressionum quaesitarum formatıo ad duarum summarum determinationem revocatın 
40. 
Adstruam primum aequaliones, quibus quantitates v; determinantur per 
ipsas g; et p;, siquidem data est expressio funclionis H per ipsas S; el vu 


atque expressiones quanlitatum S; per ipsas q;. Habemus 











OS; — —dq 4 dg:- .. dq 
og, 0; CO Gin 
ideoque 
BE oR 08; ! OR 08 | ,oR o$; 
> Heel 5; = d1Z2;r — +2; yTzu —_— re ITP= Tr _— 
3 e o& oq, ß 05: 0Q, os: 09 
Quum habeatur 
BE 
>; kr “i 
04, 09, 


quia in expressione ipsius 5; per quanlitates q,, 9 





N 
obvenit atque in —— ducta, fit: 
og 
oR 8;  6R ©%8; oR 
—; 08, og, Er 08; 0, og, 
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ideoque: 3 
oR .. oR oR OR „. : 
> BB A ce 2 AUGE WETTER IE Put nel, ; 
2; rl — | - = 0- —— 08 
ZA Sr Fiese 
i ‘ 2 u 
oR oR oR 
— , Yen 077 —eB Als OELEEn ad m 
4 je I: nr hi 04, 1 
Ouum vero positum sit, 
oR oR 
rn u UV; > m u, 
O8. e- og; Pi: 
aequalio praecedens sie repraesentari potest: 
(1.) vd WdS, ++ v„0S, au pintpdg ++ pndgn: 
In aequatione (1.) variationes dq, dq2, . . - Oq_ prorsus arbitrariae sunt, dum 
inter varialiones 05, 05, ... J&, locum habent «—m conditiones: 
® " u j © Pa . oF “ 
tt th, = 0, 
Es; Us Su 
DD an o_D x. oD „. 
rn = 0, 
( S; OS; OSu 
Qua de re quantitates p; quidem per S;, v;, sed non quantitates v; per ipsas p; 
ex aequatione (1.) determinantur. Habentur enim e (1.) tantum m aequationes: 
N ( E& N OF, N O&, 
p = un tut ty,, 
eg, og, og 
l O8, ı OS, ) ® OEu 
I; — m, +. 4V, —. 
“ “gr 0q, 70 
C & O£ CE, 
Pa = U, 3. TU% 4 TA 
9m CO 9m - Cgn 
Ad determinationem eompletam ipsarum v; praeter m aequationes praecedentes 
adhiberi debent u -m aequationes sequentes: 
cF cH ceF cH cF cH 
Gm A — — 4 — tie 4 —, 
\ O6, O0, 08, ©, of, ©v, 
2 a c® cH ‚,cD cH cD cH 
V=Bb = — 4 HH, 
cs, ev, Cs, CV, OSu OV, 
Conditis aequationibus 1.) et .2.),. quibus quantitates v, determinantur. iam ac- j 


cedamus ad formationem propositam expressionis quantitatis [g. w) per ipsas $,, v;. ! 








2 
ER SR 
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Fit 
og op 08, 0Pp 68, op 08: 
oq, c 4 og, 1 5 C q; C A ©: 
( f ol of ol ( Ff eoı 
ov, 04; ov, og E ev, ( q 3 
oW oy ov ,„ oy or, cv 01 
Op; vo ou, cCH To on 
. . . . . . ’ z n r Iy 
His duabus expressionibus multiplicatis habetur valor ipsius on quo 
| ri q: f P; 
n ER cp cWw ”“ : 1 
permutando g et w valor ipsius u prodit: quibus subductis, habetur valor 
ji I 


expressionis 
OY cW ( f ou 


( 4; cp; ep; og; 3 
e quo. tribuendo ipsi © valores 1. 2. ... m et summando. prodit expressio 


ipsius [Y, y] sequens: 
op cW og ow ı CS, Ov,, 


f, v| = 2}. > — ——1- 
Be (v8, OV,, OV,, O8, ) cgq; cp 
3 \ ) AK A A —Ä 2 ı 
\ . \ 
7 mr I ‚1 ! Be, = j u u \ F:' wz i 
DT TA HOR OP, 


In qua expressione sub signo summatorio tribuendi sunt indieibus Ak et # 
valores 1. 2,... «, atque indici © valores 1.2. ... m. Summam posteriorem 
sic quoque exhibere licet: 

OV,, OUV ) 


ee 
( U, ( U, C q; op; og; P; 


\ 


lam pro quibuslibet datis valoribus ipsarum A et 4 investigemus valorem 


summarum simplicium: 

















u O8, Ov, O8, Ov,, . 32 ov,, | O8, c v.. 
77 Te ae ee 
me FE FO. 000 
| 04; op; og, op; u oq, Op, 0q, Op, Om OPn 
oOv, ov, ov,or, ov,, ©v, 
4 6 9, Ögm ÖPm 
v, sed tantum differentialia eorum 


du 


In quibus summis non ipsae v,, v,. 


partialia secundum quantitates p;, gq; sumta inveniuntur. 
=, Ye Ur. ... v, exhibeantur. 


u 


10 * 


lam quaeram. quo- 


modo binae summae per solas $,, &, ... &> 
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Summarum propositarum prior determinatur. 


41. 


Sunt quantilales 5; prorsus determinatae functiones ipsarum q,; nam 


maiore sint numero ipsis g; quae per illas expressae supponuntur, 
0, P=0 ete. inter ipsas S, dalis, 


elsı S, 
possunt famen advocaltis aequalionibus F = 
vice versa Ipsae Ss; per q, modo prorsus determinato exprimi. (Quae ex- 
pressiones ipsas p, nullo mode involvunt. Contra sunt ipsae v, functiones 


1.) et (2.) determinatae. Ouibus observatis. diffe- 


Ipsarum g; et px, per 
rentietur (1.) seeundum p;: prodit: 


Ex hac aequatione et ex aequationibus (2.) et ipsis secundum p; differentiatis 


naneiseimur aequaliones sequentes, quarum numerus est « et e quibus ipsarum 





N l \ U, { UV, . =. ui n 
RR valores determinari possunt: 
(2 { IE cp 
oUv. € 5 OU, OE, 9: PP £ 
0 — mL 4 2 1... —E, 
t P; og, cp. cg, op. C q, 
j 
0 Mi... u 
( D. { 4; r P; 0, r P; ( q 
VD... 10 Mara Bas Ovu Eh, 
cp; 094; CP; 4; op; ©; 
. / 
2 < 
\ “ 3 
\ f l f e l f 2. f l r © 
(0) ae - —._ — se. — TI 
ren fi Q 2 fr p { Um op; [4 q " 
cv, cA cv, cA CV. CA 
0 R I ee Eee. — es. LE ___ 
cp. CV cp. cv, cp. cv, 
t B cv, cB er E 
0 . >. nn he ehe 
L 4 [ V, D f L 


Kiusmodi aequationum linearium eruimus m systemata ponendo loco ; numeros 


? m; quae svstemata multiplicemus respective per 
Y fr Im 
vost multiplieationem factam instituamus additionem. Tum adhibita notatione 












er er 


1 
I} 


Y Y * > “ n a " Pe ki 7 s . , 
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1 sequente. in qua A et A’ inter se diversi acceipiuntur: 








( 3 ( Vi ( &, } x 
| 
6 a P ug 
cq cp, og en . | hr; 
invenimus: 
( B, ( e y & 
( ) k, un h . ... = k E 
( Q f q; . . g, FF 
es OS; Ob: , 
0 _ kh+r—k+t:.. Zu 
eR eg og, P 
( & O8, { & 
yi 0 — Ik, —ÄM.. 
(4 ( (m { 4. { q dd 
( i ( { cA ’ { 
u = k, 7 h h 
ev, cv, cv, V, . 
cB cB cB cB 
. a En; 
cv, OU CV, ON pr 
k ! 4 
Harum aequationum resolutio revocari potest ad aliarum, quarum mumerus 
tantum est «— m sive idem alque aequationum conditionalium F=0, $P—0, ete. 
Habetur enim: 
j a) ch .neo®D 
hi a | . 
es; Os, 
| h (4) oF now» 
8.) HE TE Pe TR IE Er 
\O. \ Us; On 
I „(k) oF new 
ni U en 
c Su USu 
multiplicatoribus 4. z® and; 
nultiphicatoribus 4, „ A, ...,. quorum numerus est «—m, determinatis per 
aequationes: 
oA (A) | u) . 
._ — Ak, BE Se m ee... 
| ov, ind N 
\ P 
(9.) ( oB alk) , alk) | 
ug . — b, ki ö Er b, ka u Er Br Tu . 
ov, 
' siquidem: 



















sw 


et & valoribus 1. 2 


IPSIS 
{ uumar 
vi 
( 
\ 
i “ 
% 
% % 
s % 
& \ 
4 1 
x‘ u ö 
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cA oF 04 


E — ...— — o- - 
. oO 2 ov 08% L | o&, 
> 1 >2 Pa >U a 


„_ IP 0A 9b 64 DB A 
) i er we ST , 
' o& ov, » 2 oO&u Ov, 


‚10 \ oF cB of oB oF © 


a, 








( S| ov ( 5 ( U, oE, c U” 

/ eD eB ce ceB ' oeD oB 
’, en + 7 a + +. m 

| o& vw 0 Or, On OU, 


kequalttas coolficientium a, et b, facile patet ex expressionibus ipsarum A et B 
2.) proposilis 


Invenitur enim ulriusque expressionis idem valor: 


{ F © $D cH e 


IE b, r 


is’ 


nr 


OU, CV,, 


: “ 


Yr 


ä 


2. ... u tributis. 


Greneraliter aequationes lineares '9.,. 


, . . . . I . 
au 2% ao‘ Ir} ’ a SG . n u ti + 4 
mm resoimlionem investigatio ipsarum Ay. Ar. ... k, reducta est. ita 
; , acc ET PEN # zaonzßel A - Ze 2 ee 1 , nf 
ae sunt, ut series verticales et horizontales coeihcientium eaedem sınt. 
vvelketentes tantum ab ipsis functionibus F, &, etc. neque ab indice 
ende Gex famen & allcıt aequationum |9.) partes constantes. 
a ’ 
# x # D 
‚“ | Jz EZ 
) 
3 r L 
L x r 
\x = pP = \ pP < } 2 nm; 
E$ au a s > \_ r nd E ‘€ 
, 14 
sh oe s Ss Dortzuaisales ededem sm 
- N. 
‘ 3 in. 11-1 N 
0) 
“. 
.’ 
‚iu,> » 171 ji» > j > 
x a x 
« 
u 8 | . . 37% . nn | 20er ry Eu BESTRITT Der Yırız x 
a % i on 4 i PUm Wiley IEiliJ)uUS Teier- 


re Ve 
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minavi seu certe ad alias revocavi quantitates <A quae per resolu- 


Er DE 


tionem «—m aequalionum linearium inveniuntur. Jam alteram investivemus 


er 


summam simplicem 


‚ev, uv,, cv, cv, ) 


<.. 


At cg: cp. CqQ: Cp: 


euius complieatior fit expressio. 


Statuamus, e sequentibus u aequationibus linearibus : 


cs, os, OR, 
MH, aM le: u. 
eq, 4 q ’ 7 u 
O8, Os OSu 
M, - un I - U > r.. - u. 
{ ’F ( q { ’F r 
e) \ Os, OS, OSu 
(12. M, u, - U, n. 
Om CIm OAn °' 
| A. aM, oA 
N = —u+ tt + > 
ev, De " cv, 
\ cB ‚, oB cB 
\h = u ut —U, 
. cv, Fri Ov, 


obtineri resolutione facta incognitarum «,. %. ... #, Valores sequen tes: 


A, 2 CM, + C: MH; per. 6. M, D,, N, D,. N. 
D., N+D: +, 


+ .».. - 
i I 2,m * m 4 


Hu C,H, + C HM + +0, Mm D.ıN: | D,>N: I 


U, 


Si in aequationibus (12.) ponitur M;—= 1. reliquae autem omnes M,. M,.... M,, 
Ns N, ... praeter M; evanescunt,. aequationes illae eaedem fiunt atque 


ov, OU, 


Op,’ ©p:’ "Op; 


” m . “ co n 
aequationes (5.),. e quibus valores ipsarum —— petendi sunt, 


sive fit 


ov, an ov,  . Ov, m 
Op. — ÖL; op: an C;;, ® ° » ep ( 19 
1 ı ı 
vel generaliter 
OV v 
Bei panel Chi 
op, 


Unde facta aequationum (12.) resolutione obtinentur incognitarum u. Uns... W, 


1 MEERE Pe LBSRE RER DIA ACER 
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valores sequentes: 7 


'U OU OU 
u FH LE 


op, op, op, 
OVv, IV, ov, 

U; -M, + N; - ee -M 
( 13.) ( op, Op, OPn 


u, 


D,ı N, - 


m | 


OU 





D;.ı N + 


Bat 


mi 


\ ZRH TU TB NEBEN +; 


m 
op, Op, OPm 


His praeparatis, differentiemus aequaliones binas. quae ex (1.) ($. 40.) sequuntur: 


‚ S, N 08; N OSu 
) ® r vr aut ae rin . 
Pi l q y ( y u 04, 

o& O8, oE, 
):, U : N Fi ie ey — 
P: Ei g; "oq,, "og, 


priorem secundum qg.. posteriorem secundum g;. Id quod licet. quum sub- 
stitutis ipsorum S;. v; Valoribus per p,. q, expressis. aequationes illae identicae 
evadere debent. Faeta differentiatione. partes ad laevam ut ab ipsis g;, q. 


vacuae evanescunl, partes ad dextram commune naneiscuntur aggregatum 


Os CS: O Su 
’ 8 = f 
l De — en EEE). EN 
ı ı ff 1] » f Q7;t (] u Di/i1.r'/1 
{ 1: ? 1;‘ 1; 1,’ 


Duabus expressionibus evanescentlibus aequiparatis el aggregato communi reiecto, 


naneiseimur: 


14. I; 09% / N eg, 0cq 
| S et 2 l O< ’ oa 
/ g; og; !; eg. 09; 


Ex hac aequatione obtinemus numerum m aequationum tribuendo ipsi ’ valores 


1, 2, m, quarum aequationum una valori ö=?' respondens adeo identica est 


Porro differentiando aequationes A=0. B=V0, etc. secundum g;, obtinemus: 


oA 08 oA oS, oA cS, 


r 


> >» J me n nu N 
_ u #» ee u - >» nr 4 
-\ ı - I = 2 


r A Or 


- ai Kar a 
ET se 


jranıat. " 
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Si ponimus 
y O5, OU, o:, Ov, R N 
| 5 De u 9; 09 
atque 
-(?) ( A OH, { 1 ob 1 - 
Y, 
#i- ( U { Q > ] 
!) coB «ı Bı B & 
N, a : - 
{ x ( 4 q ] 
systema = aequalionum \14.) iunetum systemati aequationum \15.) eonvenit 
v cv, OVv, 
quantılates . n. | pro ın- 
l; v. l; 


2.\. siquidem 
13.) naneiseimur 


12. 


cum aeqnationibus 
Hine secundum formulas 


coomilis 24. %=“ ... 4, habentur. 
OU ce cv ec UV’ 
u, M, ER u 
coq ( P, { P; p , 
(:) 
D, I \\ I) \; r 
Staluamus 
» CU , OU { E, ! ei et 
16. er N 
og cp 0 CP Ögm CP 
la ut (A). — (A), sit altera summa $. 40 investigatu proposila. Qua adlıbita 
notatione, poterit aequalio praecedens hoc mode repraesentari: 
N‘ CU ( F fi S_ ce: 
IT. 5 ME Ah. FR Su 
cq cq oq oq; 
k (?) (z) 
-D,ıN, D > \ 
. . . ) +(2) . s 
Substitutis ipsorum N, „ N, . ete. valoribus positoque 
(k) 2 oA cB 
N 0, m | k D,, za D, ) Pr NEPFRRBE 
( SL ( Sı 
(A) PER oA oB 
u; eo = (2), —D -— BD... 
18. - \ \ Al ( &, / k. | &, - 
(k) por oA oB 
I u = (HM) — D,. er D; ” “ 
OSu os 
aequatio praecedens in hanc abit: 
ov, ÖE (4) O8, (| r Eu ck) 
— vo +: “| 1, 
% oq öq 
E quibus 


(19. nu nee 
og; gG; ) 
2. ... m. 


E qua naneiscimur m formulas tribuendo ipsi ö valores 1. 
11 
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ut obtineatur rursus systema aequationum linearium formae aequationum (12.) 


investigemus adhuc valorem expressionum 
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R CA mW,0A & oA 
N = —w —Uı ++ w 
1 ov, 1 + ov, 2 r + ov, 4» 
oB »,oB « oB 4 
NV, -0, + + w‘‘) 
2 F v, 1 2 ov, t | ov, ze 
Quod hoc modo fieri potest. 
43. 
Habetur 
oA, |) ) 1 NR... (2) ( A (u) ze 0A (UN Pr >. oA OVy OVv, 
Ö v, \ B , )k I Ins d Ik - u 7 \ J)k — — | in 7 7 
Ov, £ 77 Ov,, ov,, 04; OP; 


Differentiando autem aequationem A=0 secundum g; fit: 











© A Yu 7 < oA O&. 
ie FE 
unde 
04 oA 
Erat autem 
| „dan OF , „a9 op 
k=h <cth —t 


Ponendo igitur: 


sn 
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fit 





‚ _ f 
oB oB oF o» 
en N 
k ) \ h 1 “ 2 £ 
O V. OR, Os, OS; 


et similes aequationes pro qualibet aequatione conditionali obtinentur 














Statuamus 
0A OA, 6A0A, , 0A OA 
| Een, Ö&, Ov, 1. 
(22) 9A OB OAOB,  , 9AOB _, 
[© ov, OE, ov, OE, OVu ’ 
porro 
OB 0A , OB AA OB 04 z 
o vv 0,  d8 dv, de 
(23.) {06B dB OB OB 6B oB r 
LRIBETCE Tu 
Tum multiplicando aequationes (9.) $. 41 per = : — ; et summationem 


instituendo respectu indieis %, nancisecimur aequalionum linearium sysiemata, 
quibus valores ipsarum A,» As, .... Bi. Br, ... delerminantur: 
| 0, a, A, + As - a 


— (in _-- b, A, +b,.A; ee. 


—Pı — mB,+@B,-++--. 
—ı = bB,+b:B,+---. 


Quodlibet systema tot continet aequationes lineares tolque incognitas quot dalae 

sunt inter quantitates &,, &.... £, aequaliones conditionales F=0, P=0, .... 

Resolutione facta nanciscimur ipsorum A,» As, -.., Bi. B,. ... valores: 
—A, _— A, 10 +41,50% +, 


— A — A, ‚6; - A350 +". 


—B, _. AıPßıH Aaßpat+'- 
— B; — Az ıPpı 1 A; ;ß: ... 


En 


11 
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quibus in formulis coeffieientes A; iidem sunt atque in (11.) $.41. Antequam 
ulterius progrediar. valores ipsorum D et ipsi ad quantitates 7 revocandi sunt. 
Eum in finem in aequationibus (12.) pono 








öF OF öF 
u, ET, u, = Er 6 a u, ET 
unde Mit 
M,=V. NM, —=d. nz M; = 0. 
‚0 WG, © 5 VWGIERERERER 


quibus substitutis ex aequationibus (13.) obtinetur: 


. cF 
26. Fr a, D ıt b,D uhren 
Kodemque modo fit: 
-$D 
9” | —— a,D,., + b,D.; N 
27. oE, 


Aequationibus (26... 27. resolutis prodeunt valores quaesiti: 


cF c»D 
D = A,1=, +; u 
\ " © O2 
2 | 
<d. "F bb 
D.,: = A,ı — +A,ı — +. 
. ”- De. Oo: | 
His valoribus simulque ipsorum A,. A;. ... valoribus (25.) substitutis in 


aequatione: 


e= Üı. J. 
prodit: 
cA cA () | cAÄ 
2 rn un, u u 
ev cv, oa el 
cA 
- DD yf D ( 
C> i 
L ‚6 D, | 
A B cB cB eB 
2, — 0, , u 7 
OU crUv, ol eoLl 
cB 
. » N 1, D ) 
c:> 
D y /) > 
Staluamus, quaecunque sint A et B rvariabilium Sı- Ir 2... du! I 
funetiones. 
f RB} ( { cB ( | ( B ® | ( B 
(4. 5] 
34 O%: oUv, 0%: ol Gen 
| cA oB cA cB cA cB 
cv, Or, ol C> OU, O8: 


qua in notatione plagulam superposui. ul expressionem distiineuam a similiter 


respectu variabilium 41. q:- (ms Pıs Pr; pP. formata. 
Eruentur hae nova nolatione ad formulas praecedentes applicata ex- 


pressiones quaesilae: 


0: 
(32.) oB w,0oB w oB 
N, -©%ı +0 +++, 
ov, OU, OU, 
oB 
Rn N D. ‚ıB, | “ 
OS 


Quae aequaliones iunctae m aequationibus,. quae tribuendo ipsi  valores 1.2. ... m 
obtinentur e (19.). suppeditant systema aequationum linearium ipsis (12.) simile. 


Quarum resolutio suppeditat e (13.): 
0% = (My. + Du Ni +D..N: 


valoribus (32.) alque e 


Unde substitutis praecedentibus ipsorum \,. \). 
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(18.) valore 
een - 


prodit altera summa $. 40 investigatu proposita 


| DA oA oB oB 
FÜ, he A —; ku DE 
(33.) | (h /k (k), D,, oE, D...: OE, L D.; O8, D.: oE, l 
| Tr D.ıD,.: y D;i D.,) (A, bY Pe 


Quae esi expressio quaesila, e qua si ipsorum D valores (28.) substituis 
variabiles qı» Q2» » =» @u> Pı= Par» P, Prorsus, quod postulabatur, abierunt. 
Observo in formula (33.) terminos 


D.1D,2— D.ıD«: ) 


| 
wr 5 


1, BJ 


inveniri tol. quol binarum aequalionum conditionalium habentur combinationes, 
(u— m)(u— m—f1) di. 0a ) 2. 
sive numerum a — Unde si nica lanltum aequatio condilionalis 


datur, eiusmodi non habentur termini. Eo casu habetur, si F=0 est aequatio 


conditionalis: 











ubi 

ee ee en 

DE, Ov,’ 0, 08, vv,” 
siquidem in altera summa ipsi 4, in allera ipsis % et 4 valores 1. 2. ... u 
tribuuntur. 


& “= 
- 


Formulae antecedentes applicantur ad casum, quo ipsae &,&,,... &. coordinatas 
orthogonales punctorum materialium significant. 
44. 

Sit «= 3n simulque quanlitates Sı, 5»... &, designent 3» coordinatas 
punetorum motorum orthogonales. sitque puneli. cuius una coordinata per $, 
denolatur, massa m,, ila ul quanlitatum m,., ms, ... m, ternae ad idem punctum 
pertinentes inter se aequales existan. Tum erit, designante U solarum & 


N 
r» 


funetionem ab ipsis S, vacuam atque T semissem virium vivarum, 
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atque 
AR a 
2a Hear 
Gare o&, : 
9 a A MT | Il a 
_ yAf °F a uuerere Er 
di u di " ds : I, — ar Fa, . I em A . Be 
m, OE, m, 08 O8, m. \o&, 
OF oD 
ZERF Bi FE nn 
Mm, Bus . Au; 0: 1 A. O8 I F) 
Ä oF cl \oOF 6» oF oP 
MR = Mi, oe Ei EEE BE 
oD oD 
Ar ri 


Adnoto data occasione, fieri pro assignala ipsarum £, significalione 


nu. ei 
sive 
ok, O8 BE, 0 
= % = j,4 a ht > 
a SEE a BE E 


ig, Op; 


quod facile hoc modo intelligitur. Est 











EA O. , PT. | 
Su — ig, "ges 5: = BT (des 
unde 
5, dr 
04; OP; 0q; ©q, Op; ” 
oE. 08, a oE. 0, 09; 
a a Fr a" 
Est autem 
! oH cH 
GT MT’ 
unde 
0, © o&H 
op; op.  ©p;Op, | 
sive expressio e indicibus ö et ’ commulatis immutata manet. Unde altera 
4 


summarum appositarum duplieium, seribendo i loco i alque ö loco ö, in alleram 


abit. sive binae inter se aequales existunt, q. d. e. 
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De usu functionum A in determinandis multiplicatoribus Lagrangianis. 
49. 

Quantitatibus 7, ,, quibus antecedentibus usi sumus, eliam mnltiplicatores 
Lagrangianı determinantur, qui formandis aequalionibus differentialibus dynamiceis 
inserviunt. quoties inter variabiles. quae punctorum materialium positionem de- 
terminanl, aequaliones conditionales habentur. Ad quas formandas aequationes 


differentiales. adhibeo formulam symbolicam $. 37 (1.) propositam, in qua. ut 


Jı= Ps --: q. Ssemper variabiles independentes designent. loco q1- 2» - :- Qu» 
ae seribo Sı» Ss +++ Sys Yır Var... d,. Quo facto aequatio illa 
haee fit: 

1. 0 ‚ cH | dv, Se I | oH | dv, Ye | of OH. dv VE 

na 3. WE Din: SEE Zu ar Zi 


- 


Inter variationes OS). OS. ete. habentur aequationes: 


GR 2: u 

2 U. WR N 
oE, O%, Ofu 

oD NE | oD ‘x | so» N: 0 
ee eg 99T a 95 . 
it ee, OE, < 


siquidem rursus F=0, P=0, elc. sunt aequaliones conditionales inter quan- 
litales Sı. So» -.. 5, proposiltae. Per regulam notam aequationes praecedentes in 
multiplicatores A,. 42. ... ductas aequationis (1.) alteri parti addo et terminos 
in singulas varialiones duelos evanescere statuo. Quo facto aequationes diffe- 


rentiales inter variabiles #, 5. Ss... Sas Yır Urs... v, obtinentur sequentes, 


2:8 B oH 
insuper aequationibus S; : er advocalis: 
OU. 
14 
di _H du __ OH , OF , ob 
| dt u’ di 8108 "8, 
d, oH dw, OH , OF_, ob 
(2.) (dt av,’ di Be > SE e 
En oH dvu oH 1 oF ; oD 
a A Me 


Quibus aequationibus adiungendae sunt ipsae aequationes conditionales 
F=-0,. P=(. 
el quae ex earum differentiatione sequuntur: 


A=0, B=0, 








a ee 















u RT RE re 


Y Y 5 > ” . PR . . . . . . r 
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d3. dv 
dt’ de 





His posiremis iterum differentiatis et substitutis e (2.) Iipsorum va- 


loribus obtinemus: 


oA OH , 0A OH oA OH 


Er: aaa Fra aaa Fe: m 

oA OH oA cH oA 6oH : ’ 
Tu Te dv. dE, — A,kı, 7 (hloat'*, 

OB oH OBÖH, OB OH 

a, On 

oB OH oB OH aB OH , 
du, O5 u "0 htbhen, 


siquidem hie @,. @,. .... di. b,. ... eaedem sunl quantilates atque $. 41., 
(10.). Unde, si advocamus notationem $.43.. (31.) propositam. eruimus va- 
lores multiplicatorum sequentes: 

(* —= A,1[4,H] -+4,:[B, HY+---. 

1" A,,/A,H]-+4,;,[B, HY'-+--... 


Unde e $.43.. (28.) aequationes differentiales dynamicae fiunt: 





Iv. >H ‚ w 
r = — 5 —D,[4, HY—D,.[B, HJ- 
Iv, oH r ' 
(4.) ir nen Tu —D, | A, H N Di: [B, Hi’ 
Ar 9H 1 ?f 
| Zr = —-—D,.[A, HY—D,.[B, H] 


e quibus iam multiplicatores sunt eliminati. 


Ope summarum supra invenlarum ipsa expressio |p, w] formatur. 
46. 
Formulam (3.),. $. 40: 


; d:, Ov - Bi u 2 
[pw] = zI Per _9 | > Au A 0 au | . 
- od: Ov,, Ov, O5, 04; Op; ov, Ov,, 109, op; 04; op; \ 








e notationibus supra adhibitis $. 41., (6.) atque $. 42., (16.) sic exhibere 
possumus: 
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\ N Ayı 
x ) op ow 


Lo: ©v, 


(1.) 


Qua aequalione, Si 


stituuntur, prodit ipsius |, w) 


Yı» Ga» 


Habetur e $.41., (8.): 














n & 
of oYvNı ann { 


ov, ös, \ nk) ö8, 


ipsorum A, atque (k).— (1), 


Summarum, e quibus expressio antecedens 


4 


- op ow 
a 
"‘ Os OU 
0 ii, Ww 
u | az ! k, r . 
O> \ CU 
ge 3 1 og 
eng. 2 ’ a ee 
O&, t 1 OU 
\cF ow OF 
ee ee ee 
1) O5, ov, O8, 
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pP Y] = 
oO 


ov 


op ow 
Ov,, 08, 











17) 


op Ow 
L ey EEE F 4 — [ r\ . 
| | WR ov, oVv { (Fk) Ch r 4 


(„ vestigia nulla inveniuntur. 


tertiae transformaliones sequentes adiungo. 





og op 
Ben. ; 
O®@,., G8 
ow a 
ki; e— u N 
or, ov, 
cp op\ 
en wi 2 
ov, Ov„ 
ow OF oyw). .in Op 
De iii N. > — \ 1 
ov, ‘ IE u ( U ( OÖ, 














\oF ©g OF 
t O5, av, O5, 
(eb ow oO 
(eP, og oD 
to: ©, O8, 






sive etiam: 


07.  oOF op). „® ou 
ey ey, owy o ,® op 
+ Te Pr Er NE 
c U, Osu Ov, . O5, 
1017; oDP, op Is ya) du 
- dr > a. \ ih, — 
ov, O:u OU, j OE, 





componitur, 





hiy 


valores supra inventi sub- 
expressio investigalu proposila, in qua variabilium 


‚ secundae e! 
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i ET 
E k.k F v OV k \ Ljrf n in 
# k "TE 
8 er 00 or 
; EM AR Te SBca ARMEE. Mc A OR SB A 
: ov, ’ ov, OF, ov, “ov, © 
7 3 op ow oB om B 
ni <c rn m” ” ( ( 
® : UL k OS} av, ov, Os} 
n i 





Fit autem e $.49., (28.): 


ct u j F rt = eD oa 
=S,D, 8 — A,.,2- E_ A N —_—— — A 
. GV, -. oO: OV h’.< R oO: ci 
A nr k =, 
ow ‚of ov ed ow 
Eu en. ee Te, 
ov, ) OF OV. o: Br 
sive 
_. O0 r ne. i 
> D, tt Mi — A IF, f + HE ‚I®, d ge 2 
“ OV, . , &n + m .-L }, 
(4.) { - 
co f y un - 
Is, D. MT zen .i A LP, un) i Au [P, u)’ E, 
\ 7, UV, 2 a Br 7 J 


His formulis si ulimur et advocatis (11.) $.41. aequalionem (2.) sic re- 
praesentare licet: 

















fa 20 du 0, 
jr ri = u. ri.’ > u I, = 
"Wu 05 09, Ov, 08, 
2 _ED Yy . 99_ A 5 D WU ,n_0_ BB _,, 
(9.) k k,1 ov, — |; BER ov, — | k,2 d v, u, BE Ö v 
x D op < or QA Lıy D 0% < oW <c Z d 
u |; ki ” — | ar" n —— |; k.2 5 en ne 
ov, oE ov, oO 0:5, 0ov 
Formulis (3.) et (5.) substitutis in (1.) prodit: 
| [9; vr) 2 (Y ’ w| 
| ( ’Y.D ow o.BVE.D ev 
} — ) £ > ü — | — | ) lee — — — 
‘ VE BEE NUR ov, a re av, 
| a R 
j 6 ey - 1x op 
Ä . | x ma 21’ ae 
5 | ) KR [w, A] =,D,. dv, ri», b| N D,: or | 
3 u; ’ 
' 2 oO m ow R 0 ti ow N) 
u 0 3 ‘=, Ir nn D, I, SD, ul > Pr > D "u —{ 
t A, b] h D.ı ov, ’ R.& ov, — | h,z ou u a1 ov, j 


{ 
ä 








Quae formula generalis satis diffieilis erat investigatu. 


19° 
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Expressto inventa per vartas eius proprietates verificatur. 


Quantitas per quam in $. antecedente ipsam [Yy, w] expressi et quam 






denotabo per 











f 0 1 
[9 -[9, AZID, (9, BY ED. 
“ Vi 
| | . Ip, A]YZ,D;,. 5 - Ip, BY, D;: ir pe 
(1.) nu. k 
y 2 Ip | 
4, Br|2D,, 9 50,0 2,0, 20,8 
U V, > UL Ov, «cl UL 


variis gaudere debet proprietatibus memorabilibus, quae simul varias expressionis 
inventae verilicationes suppeditant. Ac primum non mutelur eius valor necesse 
est, si in locum funetionum g, ı» ponatur 


g+4F+ud&b-+..-+4 A-+u' B-+ 
v -AfF ER ERUEBEFUNE 


9 


designanlibus 7, u, 4, ww, A, 4, 2, 4. ... Quascunque ipsarum $;, v; 
[unetiones. Valor enim quantitatis [Y, w]. cui expressio Z aequalis inventa 
est, ea mutatione nullo modo affieitur. Quae expressionis = proprietas ex 
ipsa eius formatione facile patebit, si haec alia proposilio antea demonstrata 
erit, erpressionem =, posita in locum alterutrius functionum Y, w una e 
funetionibus F, P, ..., A, B, ..., quaecungue sit altera functio, evanescere. 
Quae propositio tantum probanda erit pro casibus. quibus = F atque = A 


ponitur, funetione w arbitraria manente. Reliqui enim casus. quibus p fun- 








etionibus $, .... B.... rg tur. sive quibus g arbitraria manet atque 
v alieui e funetionibus F, ... A, B,... aequalis ponitur. prorsus eodem 
modo tractari 
Posito =F, vanescunt termini 
2 Ei; 
’ Ov, "o' 


quum functio F solas S; involvat neque quantitates v,. Hine posito = F 


erulmus: | 
rd rrY x ry =! ‚ws 
= = [F,y)—-[F, A/2\D,,——-—[F, BY Fr Zee 
A c V, 
rn 1 r our 
= [F,vY — &,}[F, A] D,ı+ [F, B]' D,2+-:} —: 






ov, 









4 
3 
3 
Ri 
% 


rg $ 
K 
Re, 
3 
A 
” 
ee 
ED 
4 
® 
* 
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At e formulis (26.). (27.) 8.43, in quibus est 
\ N 
dl, | Fr AN. b, IF, B\. 


a=[6,A), b,={&,B). 


habetur: 


eF y N N 
| Ar: IF, u D..+IF, BID, . 

2 \ co» r ! r 3? 
@ E [$, AD. +[®. BY D..+--. 


Quarum formularum ope abit expressio ipsius = antecedens in hane: 


- ‚oF ow 
Mi | F. ur) SS, (). 

n 08 cv, 

A A 


Evaneseit ieitur Z posilo 9=F, q. d. e. Eodem modo demonstralur evanescere 
= ponendo =, vel ponendo v—=F, sive v =. 
Ponamus iam in expressione (1.) 9 = A: quaerendi sunt ante omnia 
valores quanlitatum 
Kai ee 


‚ , 
Ov, CV, 


Ä 


oA u 

— alque positis loco A valoribus 
CU 
k 


Ad quos inveniendos multiplicentur (2.) per 


1. 2. ... « instituatur pro singulis aequalionibus (2.) summatlio; provenit: 


2, _. — IF, A] - IF, AYE, IF, BY E; u 
OU, O£ 
k >k 
cA o®D 
< we ! ! y >»)! m 
a a: A [P, A) (P, A| E\+[#,b} Et, 
Z 
Unde obtinetur 
Zee OA 0A 
3.) B=-2&D.-——-=1, EB=2D.: v. 
\ J 1 r kl OvV $ OU 
w k 2 


ac si aequationes F=0, P=0, ... plures duabus datae sunt, evanescunt 


; a h ” oA z oA R 
reliquae omnes similes expressiones I,D,,; u BA rk BER Eodem 
modo probatur fieri 

oB 
2,D.:-— =1, 
I OU 
i . Bm oB Bun oB 
atque evanescere reliquas omnes quantitates I,D,ı 7» =; Da > --- Per 
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el 


[4,A/=0, [A,y’+[w, A'=0, ac facile pateal. quemadmodum ea sub- 
slitulione lacta termini in [4, B]’ ducti evanesceunt, ita si aequaliones con- 
ditionales plures duabus datae sint, evanescere ierminos duelos in eXpressiones 
similes. quarum numerus idem esi atque numerus combinalionum binarım 
aequalionum conditionalium. Eodem modo demonstratur, evanescere Z ponendo 


> 


p=B vel ponend v=A sive v=B. 


Designemus iam expressionem (1.) per 


— 


== [9 9Y, 
ac ponamus 


gg = y+AF+u db+-- -2#’A+wWB- 
v = w+hF+uP-+--+4,A4- u,B- 


Patet e formatione expressionis |y, %)", rejiciendo post differentialiones partiales 
transaclas expressiones per quantilates evanescentes F, &$,.... A. B.... 
mulliplicatas, heri: 


= [Y, v Hal), Fu [g', BJ" +-- 
Hal", Al" +u lg", BT’ 
At demonstravi modo, quaecunque sit g' funetio. haberi 
yp’,F’=0, [y',2]"=0, 
[g', A" =0, [y',B"=0, 
unde Üil 


Eodem modo prohatur, reiectis posi differentialiones partiales transactas ex- 
pressionibus per quantitates evanescentes F, ®, .... A. B, .... multiplicatis, fieri 


LE > v 


= [(Yy+HAF+ub+-- 10V Ar u B+---, w" 


HATA, vw’ WTB, w"-+.. 
Unde quum probatum sit. quaecunque sit % funetio. haberi 


fit 


quod est theorema demonsirandum. 


aequaliones (9.) videmus, ipsam 7 posito 9 = A evanescere, quum sil 





WESER FERNEN Wer 
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Deinde eliam non mulari debet expressionis Z valor, si loco funetionis 
R ponitur R4+AF+uPr 44, Fu, b'-+.--, atque de hac nova funetione 
dedueuntur valores ipsarum v; a praecedentibus diversi et forma valde dis- 
erepans funelionis FH, sieuti 8.39 praecepi. Sed verificatio huius proprielatis, 
ex ipsa quantitatis 2 formalione petita, quum molestissima esse videatur. suf- 
fieial rem examinare, si ipsi AR tantum termin AF+ ud... addantur. quo 
easu ibidem vidimus, ipsarum v,; valores non mutari. alque funetioni 77 similes 
'anlum terminos accedere. 


Demonstremus teilur, quantitatem Z non mulare valorem. si in co loco 


ipsius 4 ponatur H+ZF+- u... designantibus 2, «u, ... quaseungque ipsarum 
S;, ©; eXxpressiones. Qua mutalione funelionis 1] facile palet. etiam ipsas 
i, DB, ... similes lantum mulaliones subire, ideoque etiam ipsarum 4, B, 


differentialia partialia seeundum quanlitates v; sumla. nee non expressiones 
[F.A]. [F,BY, ... [P,A]), [P,B}....; unde, sieuti e formulis (2. 
elucet, ettam quantitates D,,. D;,. ele. alias non mulaliones subeunt. Qua 
de re omnium harum quanlilatum valores immulali manehbunt. Sed mutabunt 
valorem expressiones [y, Al, [A. BP, ... ac similes. Quae tamen mutaliones 
eae esse debent, ut ipsius 5 valor immulatus maneal. Quod facile patebit. 
ubi probatum erit, expressionis Z terminorum, qui [unelione A alleeli sunt, 
aggregalum evanescere, si loco A in iis ponalur F. Tum enim similes quoque 
proposiliones loeum habebunt, evanescere idem aggregalum, si loco „1 ponatur 
PD, vel evanescere aggregalum lerminorum, qui funetione BP alleeli sunl,. ponendo 
F sive ? loco B, ete. Quibus iunelis observalioni. expressiones huiusmodı 
A, B) evanescere, ubi simul loco A alque PB ponantur quaeeunque sive eaedem 
sive diversae e funelionibus F, P,..., sponte elucet, valorem ipsius Z non 
mulari. Propositio autem, evanescere terminorum ipsius Z funetione A al- 
fectorum aggregatum, si loco A substiluatur 7, sequilur absque magno negolio 


ex aequationibus (2.). 


De functionibus quibuslibet g, w, per aequationes datas conditionales F=V, P=U, 
ita transformandiıs, ut fat |y,vl=lg, w). 
48. 
Formas. quas funetio g induere potest propter aequaliones, quae locum 
habent. conditionales, semper ita determinare licet, ul per has ipsas aequatio- 


nes condilionales evanescant valores expressionum 
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[F ar) OF op oF op | oF Öp 
( j _— = . —— Zee r- En ee 2 — - a 
’ 2 O2, © V O8 oO v, ( OE, © U” 














(B,g] = o®D op ‚c»P 09 Ä ‚co®D 09 
Pa u To: EL ou 














ac similiter funcetioni vw eam formam coneiliare licet, ut per aequationes con- 

ditionales evanescant valores expressionum [F, ww), [P,w]., .... Sit ipsius 
expressio adhibenda g+4#A+wu'B+---; multiplicatores 4’, w', ... semper 

ita determinare licet, ul evanescant valores quantitatum 

IF,p+WA-+wWB+.-). [P,g+WA+wB-+--]. 

seu reieciis terminis in A, B, ... duetis ul FERN, ut fiat 

[F, yY+ATF, Al +wW[F, BY+-- = 0. 

$,yY+H[l$b, AY+W[P$, B’+.-- = 0. 


Per formulas similes determinantur multiplicatores 4,. «,. ... ita, ut quantitates 
IF, w+4, A- 


evanescant.  (uibus III p+WFA+wWB+-, v+1A+mBr, 


+mB+--), [DP,w+1,A+ım B+---] 

quod licet, loco p,  positis, habemus i pen , v formas tales. pro quibus fat 
f m \ ge 

1 I[F, y] = ru ..: 

er ne By’ =0, .... 


quod propositum erat. 


Inventis ipsarum £, w formis, pro quibus aequationes antecedentes (1.) 
locum habent. statim sequitur e (28.). $.43.. fieri etiam: 





Pe SD; 200 EEE 





») CV r V, 

a u 
| 2) D; "Mk — 0. 4 ar r > —— - 0 

© DV, cv, 

A 


T n > ® . — . . r - .;, 
Unde in er ipsius Z termini omnes praeter [y, w] evanescunt. sive 
pt, quoties [F, =(0, [d, 9] =0, ..., [F, y'=0, [$, vw’ =0,... haec 


aequatio : 


3.) I, 72 Ba ig, u). 
Quum per aequationes conditionales functiones %, w semper ita transformare 
liceat. ut conditionibus illis satisfiat, sequitur datis ipsarum $,. 5, Fu; 


vu. functionibus binis quibuscunque g et w, semper per aequationes 
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conditionales, quae inter quantitates illas locum habent, formam talem is con- 


eiliarı posse, ut fiat: 





op ou op oW cp cw 
oq, op, 04, pP, Ögm r Dim 
op oy op ow op or 
op, 0q, op, 04, OPm Ogm 
op oWw .« p ow of ow 
Oo ev Ä O8, oV, Pier. oO, 
op ow cp ow op ow 
> 


Ex aequalionibus (2.) $. antee. facile deduco sequentes: 


(P o/ = [F, AYSiDu 4 [F, BY, Dia Ei 


4.) 


Ä [P,y] = [B,AYE, Du -[$b, BJ =, D..——- Er 
k ov 


. . .. . . . . -! ' 
Quibus comparatis cum iis,. quibus antecedentibus multiplicatorum 4, w, 


valores determinabantur. fit: 


" a) ’ 0 5 o 
Val, We - ZB. 
b) OVv, a ’ ov, 


Unde guaecunque sit p functio, habemus e (1.) 








i u: 
| F, p—2,(D,.A +D.> B l ...) 7. . 0. 
9. r Br: ’ 
| &,9-&,(D,A+D.B+) | : 0. 


Qua de re etiam habetur: 











F, y-,(D,,A+D,B+) 2] = 0, 
. ov, - 
®», v— 2, (Du: A = D;.: B- ... | u 0. 
| = 
Erit igitur e (9.): 
6.) yl=Hr= 
[#—&i(D,ıA+Di2B+-) Fl v—2,(D,ıA+Dsr;: B+-) 2, I 
a 
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CI ns 
2 


Quae expressio nova ipsius Z facile convenit cum illa $. 47., (1.). ad quam 
supra pervenimus, ubi reputas, reiectis terminis in A, B,... duelis ul 


„| 


evanescentibus, fieri pro multiplieatoribus 4, «, ... A, 14, ... quibuscunque 
g+WA+WB...,wv+hA+wB...)) = [9, vw +A[y, Al +w[y, B’—--- 
+4 [y, Al+ u [y, BY —--- 
+ (Wu —Aw)[A,BY-+--- 
Considerationibus antecedentibus superstrui potest nova melhodus, qua expressio 
ipsius 2, supra via salis prolixa inventa,. indagetur: quae melhodus huie toli 
quaestioni magnam lucem affundet. 


E considerationibus antecedentibus alia via petitur expressionem propositam ipsius 
Iy,w] derivandi. 
49. 

Quantitates 91. @&» - - - Gm mon sunt Junctiones prorsus determinatae 
ipsarum 5» 5» - ++ S,, quippe quibus addi possunt functiones F, $,... in 
factores arbitrarios ductae. Sie eliam p,. Ps - - - P„ non sunt functiones 
prorsus determinatae ipsarum Si, 52 +» Sus Vs Va, ... v,, Quippe valoribus 
ipsarum 2; $.40 traditis addi possunt functiones F, &,.... A,B,... in 
laclores arbitrarios ductae. Hinc, si datur expressio functionis alicuius g per 
quanlitales S;, v;, Simulque habetur expressio eiusdem functionis y per quan- 
titates g;, P;, Quaeri polest, quaenam e variis illis formis valorum quantitatum 
q;, p; eligendae sint, ul ex hac ipsius g expressione post faclas substituliones 
illa data provenial. Jam dico, si in» expressione functionis cuiuslibet y per 
quantilates q;, p:; ipsarum quidem q; valores formas assumant, quascungque 
per aequaliones F=V, P=0, ... assumere possunt; ipsarum vero p; valoribus 
ea ipsa forma tribuatur, qua in formis $. 40 propositis gaudent, neque ullo 
modo forma illa mutatur auxilio aequationum F=V, P=V,.... A=0, B=0, ... 
fore ut ea forma funchonis p proveniat, pro qua habetur: 

[F,g/=0, [8,41 =0, 


Fit enim 








F N oF ( f 5 < oF og op, 
; p] TEE DEE: TE a 
5 dv, 95, OP; Oo, 


At quum supponalur, identice positum esse e $. 40: 


O&u 

















A RE 
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illa suppositione fit 











op; og 
ov, 4; 
Quibus substitutis obtinemus: 
oF og 0Sı ‚ro „. OF © 
[F,y] > =, £ -- F z,(- 2 E73 ) 
OS, cp; 0q op; OS, 04; / 
lam vero habetur 
. oF 05; oF 08, OF 05, |  oF o&, oF 0 
| 77 En u ee ee u re a... _— Fe. . 
23 og; O8, 04; Os, T g; OE, 09; og; 


quum funelio F, subslitulis ipsarum S; valoribus per quanlitates q; expressis. 
dE, 

identice evanescere debeat. Unde, substitutis in ipsis -—— ipsarum q; valoribus 
og: 


assumtis per quantitates 5; expressis. abire debet expressio 


in aggregalum terminorum in F, P, ... duectorum. Unde eltiam e formula 
antecedente sequitur expressionem [F,y|' in tale aggregatum abire,. hoc est. 
si in functione aliqua Y per ipsas is Dar -:-: Gms Pıs Pı> -:- Pu expressa 


substituuntur loco ipsarum p; valores: 





O8, O8, OB, 
P; U —— um tee+ Un. 
04; oq o4; 


ac deinde loco ipsarum g; quaecungue ponunlur functiones ipsarum S;, denique 


adjumento u—m aequationum F=V. P=V. ... erprimuntur etiam quantitates 











— per ipsas S;, abit functio g in talem expressionem ipsarum S;, v;, ul 
04; 2 
4 
quantitas 
ee 
ı 9 fF | ( 4 ov, O8, ( U, O8. ( U, 
evadat aggregatum terminorum in F, P, ... ductorum ideoque eius valor 


| 


x , rn N . n ‚Y’ Pi ‚ 1} » 
eranescat. Eodem modo demonstratur, expressiones [P,g]. [F,w]., |P,w]|. etc. 
in eiusmodi aggregata abire ideoque evanescere. Electis functionibus ipsarum 


S,, quae in locum ipsarum g; ponantur, habentur quotientes dilferentiales partiales 


o& 


— per ipsas $; expressae ope aequalionum linearium: 
og; 


a” 
« 
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(0 og, og, | og, O8, ! oq, OSu 
= ur. [7 ‘ ‘ er u uch ae u . u 9 
0 u 09; 
0 ou. ME. m DO. Du DE, 
—— = a .; ya —_— —. ... u. 6; u ug . 
DE 04, ,0%, 09; O8, 0q; 
og; oE, og; og, ’ 4 04; oE, 
1 un 7 r I u) N ko 3 u wm Br: N . 
08, 0g; on 04; Osu 09; 
0 = Om 08, Ogm O8, Wer .. O&u 
.öf, og; 08, 04, | Of, og; 
0 © F O8, oF © &, © F O&u 
0 m 0 9 Ob 0 
0 ob 08 ,0 o® O8; ob o& 
— —— — — — - ve nn 
of 04, 0% 09 u 0g; 
1 * . 
quantilates — per aequationes F=0, P=0, ... in tales expressiones 
og; | 


rediguntur, ut ödentice sit pro quolibet ipsius © valore 











OF 08, o cP og, 
— \ ce je 0. a NE — . 
og, 64 ö8, 09; 


funetionibus g talis forma conciliata erit, pro quibus expressiones 


[Fo], IB, W]; 
adeo identice evanescant. Generaliter autem data quaecunque funclio g per 
aequaliones A=0,. B=0,... in formam redigitur, pro qua expressiones 
IF,y\, [P,y], ... identice evanescunt, si eliguntur m expressiones a se in- 
vicem independentes 


1. 4 (u) 
w; = AV, TR; Vor TO DV, 


. . . 0 (A) . er . 
respectu ipsarum v;, lineares, in qua coefficientes @; ut tales ipsarum S; fun- 
cliones determinantur, pro quibus identice fiat 


Er. 

ae ÖE, I 1 Dr Ob 1 3 
oD ; o® ( 

0 = + BE PEDDRR #4. 4, 

GE O$, 











Be - 
2. 





a _ er ‘ BR \ er. an E ° wer 
Ex. gr.. SI u —m=—=*2 sive si duae tantum adsunt aequaliones condilionales 


sive funeliones F, P, assumere licet 


a _ ) “ } 
w; — Cj an ie; Pı U, + U;. 
m, — Us VD, - ERDE U; 
“ m 4 1 .) f 23 
WD 2 3 0 „UV Tt | u—2Vı TU,» 


N F or oF 
CL, 2; | j] 2,7% "ol Ta. 5 ann - 0 
(= ’ I k eh s 1“ ’ 
S| S2 OsıaR 
od  ,co® oD 
OL nr 7 4 7 Gala aa. "anne 0. 
Os; US; OSı12 


Quae facile ad quemlibel numerum aequaltionum conditionalium sive funetionun 
F., $. ... extenduntur, Determinalis funetionibus linearibus «©; ita ul dielis 
eonditionibus salisfacianl. eliminari possunt per 1.—m aequaliones A 


quanlitates ®,. v3. ... v, € funclione y, ilta ul solarum S;, @; funclio evadal. 


quae erit expressio quaesila. 


Ut erualur expressio ipsius 2 $.47 proposila. tanlum opus est. 


lemonstrelur, quoties 
(4 N PER u m [ 1. 
1.) IF, p] —U, IP, p| v. 


| 
2.) [FR,vw/=0, [#,vw]=0, 


fiert 


.v]) = [9 W]. 


Vocemus enim g', ı' eas expressiones Ipsarum p, W, 


(1.). (2.) locum habent., sitque 


vl = le, W]. 
sequitur e $. 48., Tore 


() 


y = p-+4 A- wB+:-:. 
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vw’ = w+,A+mB-+-. 
ubi 
” ot ce 
2-2. 5 du, 
” ov, ov, 
a SD ol FE x,D op 
rar Pı,ı an Mar hi, 
ov, ov, 


0 


neque alias formas induere posse functiones 9. W. 


possint termini in F,$,... ducti. Facile autem patet, quum aequaliones 





nisi quod iis adhue addı 


(1.). (2.) posito 9=g", w= w” locum habeant. expressionem [y". w] eius- 





pro quibus aequaliones 
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modi terminis ipsis g’, w’ additis valorem non mutare. Unde eruelur 


pw) = [p+WA+wWB+-, y+1,A+wB+-) =: 
q. e. d. Eodem modo probatur, si solae (1.) locum habeant, fore 
[y,w]) = [y, w+1A+uB+---]. 
Propositio aultem illa, quoties aequationes (1.). (2.) locum habeant. fore 


99] = [9 W]- 
sic (demonstrari potest. 


kadem continuantur. Demonstratur, integrale tertium, quod e binis aequaltionum dyna- 
micarum integralibus conflare licet, nullo modo pendere a variabilium electione. 


0. 
Antecedentibus probavi. pro omnibus formis functionum p, w. pro 
quibns aequationes (1.) $. praec. locum habeant, quantitatem [p, w) eundem 
ralorem servare. Umnde supponere licet. g. w eas esse funcliones, quae ex 


earum expressionibus per quanlitates q;. p, prodeunt ponendo loco p, eXx- 


pressionem 
pP: = ®, ri Fi Bar raus mul PR; Ka . 
cg, ( 4, og, 


quippe quibus proprietatem illam suppetere $. antec. vidimus. Pro illis autem 
[unetionibus g. w habetur 











Nr 00, De 

+ HE ©. BE A 

o& ‘oq, Os; op, o& 
cp o£ 

a DEE rn Mies DEE Rs Bas. 

CV cp, ov, op, 09, 


similesque formulae pro funetione % locum habent. Unde fit 


og ow og ow 


ge ‘ « 
08; ov, ov, o& 





a a A 








‘0Q, OPu  0q, OP? 0%; Oq,. 





— | .\ 





= 64 AZ cp op 4 Pr 2; 
TNOPL OPu OP OPy? ©8, 0q,. 


In qua expressione indiei ? valores 1. 2. ... « tribuendi sunt alque nova 
summatio instituenda: fit autem 

















D 
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exceplo casu, quo in priore formula fl = #, quo casu illa in unitalem abit: 


unde evanescunt nova illa summatione termini omnes praeter 


og, ( P, op, og, 


— |; u . Ve... ze —;, u | 


„> (( ( Fr oy op ow S h Ti: a o op co ( p oa 
r) Fr & n I ne N 2 rn er. a, 
oq, P, ( P; ( p ( S; C q, 


Unde prodit 


z,(2e u _ 9 Ev) _ 2,(30 & 
oE Ov. 


u « nn Pur /Uu 
oOU: Oo, 
v Si 


op owy 
"Noq, op, ( P, ( q, ) 
[pw] = 9, Y. 


Prorsus eadem demonstratione facile probatur, sö «equationes con- 
ditionales inter ipsas S; omnino non habeantur ideoque u = m, semper fieri 


7 
] 


Y = [lp Y 


sive 
op ow , op oWw. op ow 
ER a er 
op ow og ow op cw 
u 


04 ow og ow of ow 


_ ii. - — _ - 5 —— m——— 


O8, oL, O8, OU, | ( Da OVu 
ER... 2. ee AM Ale. MR 
- ie - m ; — 
ov, OS, cv, 08, OU. OSu 


Unde patet, guantitatem |, vw] nullo modo pendere a variabilium q; electione. 


sed tantum a natura intima functionum y et w. Unde eliam. si 
p=LConst.. w= Const. 
sunt bina integralia systematis aequalionum differentialium vulgarium 


d;, cH WW; _ coH 





—— . 5) 


di op; ’ dt og, 


arundem aequalionum differentialium integrale tertium, quod datur per aequa- 


tionem : 


[y, w] = Uonst., 


nullo modo pendet a variabilium electione. 
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Theorema de tertio integrali e binis inveniendo extenditur ad casum quo aequaliones 

conditionales inter variabiles intercedunt. — De relationibus quae locum habent inter 

integralia prineipium conservationis virium vivarum et prineipium conservationts 
centri gravitatis concernentia. 


1. 
Sialuamus. aequationem 
p —= Const. 


esse integrale aequationum differentialium vulgarium (2.) $. 45 propositarum. 


A: 5 ; om 


———h- 


dS;  6H dv, Ö 
da mv’ di | 


o8&. O8. v8. 


un 


atque insuper öfa comparatam esse functionem y, ut identice habeatur 
[y,HY=0, [y,F’=0,. [y. Pl =0. 
dieo fore, ut habeatur 
[ev] = 9. W). 
quaeennque sit w functio. Nam e Iheoremate V. $.26 identice fit, quae- 
cunque sint F, H,  functiones: 
IF, [y. HYY-+[y, [H, FYY+[H.[F,y}] = d®. 
unde casu proposilto idenlice erit: 
[y,[H, FYYy=0 sive [4.Al=0. 
eodemque modo obtinetur identice: 
Ip, BY — ). 
Probavi autem $. 48., quolies 
[9 FY=0. [Pl =0. 
lieri 
[y,. vw] = [9. v+M,A+hB+--). 
unde sequitur 
y,w]) = Ip, w-+Al[g. AY+[9,; BY-+ 
Hine casu proposito, quo vidimus evanescere [y4. A]. [9, PT. ... fit 
[= In W) 

g. d. e. 

Ope propositionis anlecedentis deduci polest e Iheoremate VI. hoc 


theorema: 











„Sint F, $, 


quaecungue quantilatum S,. 5, 
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Theorema VI. 


5. functiones, 


atque sit identice: 
| 
£ oF Op oF op f oF op 0 
| O8, Ö v, o&, ov, 1 m OV. i 
i oP op , coD og. ‚oD og 0 
s a. u u ga. "en —- .._- 57 De. “ 
f os, ov, os, OU, O5. Ovu 
| porro identice habeatur: 
4 
oH op coH og oH 0% 
O8 ov, | O8, ( V, | | O8, OV. 
oH op oH « p oH « f 0 
e U O8, ov, O8, ( Vu &. 3 


unde p = Const. fit integrale 


garium 


m Ov, L 


dt 


F=0Q, P—(, ...,9 





c op ( 27 


aequationum differentialium 


Const. 


Const. — 


Const. 


sint attractiones vel repulsiones 


directae, atque insuper systema 
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dv. 
14 


in quibus supponamus quanlitates Sı, S2r ++: Sy 


Theorematis praecedentis applicationem faciam ad 


2. 


systematis aequationum differentialium vul- 


oH ji F R oD 
NG 4 ae den NG . 
OS OS ".. 


l ri u 


subieclas esse aequaltionibus 


sit denique v = Const. aliud earundem aequalionum 


integrale quodeunque, ertt eliam aequatio sequens: 


op ow op ow 
( 5, ( U, | de Fr OU, 
op ow op oW 
Bern FERE Gonst. 
© U, ( : OU, I? 
vulgarium propositarum integrale.“' 


integralia,. quae 


principia conservationis arearum el conservationis centri gravitaltis concernent. 
Desienantibus x;, y;, 3; coordinatas orthogonales puncli, cuius massa m;, 


habentur tria integralia, quae principium conservationis arearum concernunt: 


=, = Z’m;(y;2; — 3;9;), 


— Zm; (2;%; Er 2;3;)» 


(Pa 
p; in 


Em; (2Y;— Yı%.). 


Quae notum est semper locum habere, si vires puncta systematis sollieitantes 


sive mutuae sive versus initium coordinatarum 


per conditiones, quibus subiectum est, nullo 
14 








modo impediatur. quin libere eirca inilium coordinatarum rolelur. Quolies $;, 
unam e quanlitalibus z;, Y;, 2; designat, loco v; (ef. $. 44) respective po- 
nendum erit m;r;, m;Y;, m;2;. Unde designante w aliam quameunque ipsarum 
2; Y;» 2, 7» Yi. 3; functionem, fit 


[y nv’ < -ä om, oyv op, ow op oy I op, ow | 
Lyın Fl 0. F-" ”, En 
m; oy, 0Y; 0%; 0%; oy; oy, 03; 03, 
Bu ) ‚@ s Yp a y -Y; oyv = WER .... 0 2 Y; ey ! 
Er oy: u :: VE, ? ”. O8: \ 
Jl I vI [4 


ac formulae similes respectu funcelionum 4, %, obtinenlur. Casu, quem con- 
sideramus, valent condiliones. quae in Iheoremate VI. postulantur. siquidem 
pro funclione g unam e funetionibus @,. 2, %, accipimus. (uoties igitur 
ı» = Const. et ipsum integrale quodeunque problematis est, e Iheoremate illo 
eruitur: 








e t ie u; „ ir 11 om Oo 
7 4 ı/ <<) ( ı R ; L ’ 
'Const. = |9,,%]| = 2) 3, 7 ar ti N —— |, 
| 2 reg Y. I: Be oy; I: 02.) ? 
« 7 4 1 Z 
j 7 ow ow ow | 
x ! ! —) or - 1 1 / ! 
| ( onst. (Da. U — 1 8:7 rei; un — a ui. 
LP 7 S, or, . 03, O2. ) 
„ ow od ow) 
‘ | Jr <<) ar / 
Const. = [9;,v]| = Zt — un — 2 . 
Kr P ıY or‘ ai y. gi r, ! oy, \ 


=: Rx; 
LP2, Pi = Pu 
f I — 
LPs» Pıl = P2> 
KPıs Pe] = Ps 


Quoties in problemate mechanico prineipium conservalionis arearum locum 
habet. satisfil aequalionibus identieis, quas in Iheoremate VII. statuimus, si- 
quidem in Iheoremate illo loco y ponitur una e functionibus 1, 2, %;. Nam 
aequationes illae identicae in Iheoremate VII. proposilae hune ipsum constituunt 
characterem conservationis, e «quo prineipium mechanieum suam traxit appel- 
lationem.  Hine formulis praecedenübus iheorema VI. applicare possumus, 
sive designante 9 =-Const. integrale. quod ad prineipium conservalionis arearum 
perlinel, alque = Const. aliud quodeunque integrale problematis mechanici. 
in quo prineipium illud valet, erit 
8) yl = [9 W]. 
Unde e tribus formulis praecedentibus (2.) fluunt etiam tres sequentes: 
(4.) [pr 91= Yı. (Ps 9] = Pr. [fı, P2] = 9. 
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In formula (3.) funclio 9 sive unam e functionibus p,. 2. Y, sive etiam 


earum [unetionem quamlibet designare polest. 

Videmus e formulis (4.), si regula generalis, secundum quam vidimus 
e duobus integralibus formari posse tertium, applicelur ad iria integralia. quae 
principium conservalionis arearum suppeditat, haec integralia lantum sese ipsa 
generare neque in illo casu ea regula ad inlegralia nova perveniri. Animad- 
verlii aulem polest, quum secundum regulam illam Irium illorum inteeralium 
hina quaelibet lerlium procreent. eam demonslrare fieri non posse. ul in ullo 
problemale mechanico duo lanlum locum habeant. lertium inieerale locum non 
habeat. Quod hie per proposiliones mere analylicas absque ullo eonsideralionum 
geomelricarum auxilio evincitur. 

Sialuamus 

y= Su 8;, SGS=<ZmYy;, 1 = 2m; 3;; 


constituunt Iria integralia 


s„=Coni., Mm=Conk, = Const. 
prineipium conservalionis centri gravitatis. Invenilur autem. si loco  ponitur 
in (1.) successive %ı, %2, %3: 
pl = % 0 WMmals u 9:4] = 2: 
5) min IMmal= 9% Wal A: 
I ar /2» [9,2%] = /ı» [p;. %31 = V. 


Sequitur ex his formulis, quod etiam consideralionibus geomelrieis probari 
potest, quoties prineipium conservalionis arecarum valeal, irium inlegralium, quae 
prineipium conservalionis centri gravilalis concernunt, unum quodeunque ne- 
cessario duo reliqua secum ducere. Si unicum valet integrale , = Const. e 
tribus. quae princeipium conservalionis arearum concernunl. hoc et inlegrale 
X =Const. aliud non generatur:; sed inlegrale p, = Const. et alterum inlegralium 
%=Const., %=Const. alterum procreat. Secundum theorema VII. formulae (9.) 


etiam valent, si plagulae superscriptae rejieiuntur. 


Formulae perturbationum simplieissimae, quae e systemate integralium proposito obtinentur. 











92. 
Redeamus ad systema aequationum differentialium vulgarium: 
£..  GEERBUEL. EEE). WESEL. ; dm of 
A) - er "er Tr 5 di Om 
dp, öf dp, öf Am __f 
U si "ua u 1 dt Odm 


14 * 
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Quarum integralia 
PR \ f=H=a, Be, Kae, vor e,. ' 
ee re), | 


sub forma tali invenire docui $. 34. ut identice sit 
3)  [#4,H)]=0, [H,,H)=0, [H;, H]= 0, 


) 
exceplo casu, quo in expressione [H;, H,) fit = k: quippe habelur 
(4) [H,H;)=—1, sive [H;,H)= +1. 

Quibus aequalionibus fit, ut pro forma sub qua integralia invenimus, etiam for- 
mulae, quae problema perturbatum concernunt, formam simplieissimam induant. 

Consideremus enim in integrabilibus inventis quanlitates a, @,. a, ... d,_ı1» 
b, bi» bs» ... b„_, ul funetiones ipsius f tales. ut integralia ijam satisfaciant 
aequationibus differentialibus: 














dg, ef ,08 dp, of oe 
| dd op 9’ dt og 09° 
| dgq, of o8 a, _ U 8 
(5.) dt op,  0p, ’ dt u: 
[ BE. ; ' oB Apm of BL 08 
di OP Om’ dt Ogm gm’ 





designante £2 functionem ipsarum £, 41» Pas ++ ns Pıs Pos »-- P,. Quamcunque. 
Quae est extensio formularum vulgarium perturbationum, primum ab ill. Hamilton 
in medium prolata, dum vulgo functionem perturbatricem 42 quantitates p, , P>, --. Pr 
non implicare supponitur. Quoties enim functio £2 ipsas p; non continet, fit 


e (5.), sieuti in (1.): 


dq; of 
di ©p’ 
sive differentialia prima “4, 4% ,,, Im eodem modo in problemate per- 
di ?’ di dt 
turbato alque non perturbato per EL, dı» Gas -:- Gm» Pı= P2> »*- Pm exprimuntur. 
Unde, quum in ulroque problemate ipsae 4. Ya» --- Im» Pı» Pa» --- 9. eodem 
modo a f atque elementis a, a. &. ... Au, b, b.. b». ... b„_, pendeant, 
quae tantum in posteriore problemate ut variabiles spectanlur, etiam differentialia 
prima =, = = in perturbato atque non perturbato problemate per 


tempus et elementa iisdem formulis exhibentur. Quae est suppositio vulgaris. 





Sed in ea. quam secundum ill. Hamilton proposui, extensione variabiles quidem 
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g;, p; Omnes eodem modo per tempus et elementa in ulroque problemate ex- 
" hibentur, sed differentialia prima diversa ralione per g; et p; exprimunlur ideo- 
| que eliam diversa ralione per tempus et elementa. 


Differentiando (2.) et substituendo (5.) obtlinetur: 


“ H.,f]+[H;, 2] 
dt II TE, 00], 
be — [H;, f}+[H;, 2] 
dt m ı> az: ER IS 


excepta tantum formula. quae pro elemento 5b invenilur: 
ER IH. fI+iH'. Q 
+1 IH,.fl+iH,2). 


Sed habemus e (3.). (4.): 
2,1=7,0=6 [TB,fl=-[E,0M=0, 
praeter 


Ne, -1: 


unde pro quolibet ipsius © valore hit: 


da. 

| a [H;, 2]. 
(6) 1. 

Bam. 1.0) 

ww mal 





Si in his formulis post expressiones ad dextram ope aequationum (2.) formatas 
loco variabilium >» 4» --- Qu» Pı= Par» P Introdueuntur ut variabiles ipsae 
d, Aya 22. Ay d, di -.. b,_1. evadunt illae formulae (6.) inter has et 
ipsum f aequationes 2m differentiales vulgares, quibus elemenla «;, 5b; ut fun- 
cliones ipsius f determinanda sunt. Habetur autem, si funetionem 2 in ex- 
pressionibus ad dextram. per elementa «,, 5b; alque £ expressam supponimus, 


quum sit = H, b;—=H;: 


T ° 


OR 2 An 
[H;, 2] = 23, —-[H,H,]+2,—-[4,H,]» 
; od, a“ z od, a 
u 
(IH; „sel = ur i> + ii ob, [ > #45 
u u 2 o8 ' 
Evanescunt autem e (3.) termini in differentialia partialia >; = ducti 


omnes, praeler 
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unde fit, 








[H;, 42] za ‚ob; 9 
IH; 2] = or 
re oa. 
Hine abeunt formulae (6.) in sequentes: 
| da, oR 
la m 
a db; oR 
ki 
sive 
da oRB db oR 
wer Ta nt ob ° di ur: Br 
da, ” 082 db, = oRB 
dt Er OR ° dt zer 
da, 08 db, 082 
u TTern n  ı 
da. 02 dh,_ı 02 
en u er ze Be er 


Quae formulae pro dillerenlialibus elemenlorum perlturbatorum inventae, sunl 
egregiae simplicilalis. 

E quibus patet insequens theorema: 

*) Problema quoddam approximatum huiuscemodi aequationibus contineatur: 


dq, of “u __ Of 8 öf 
di op’ Mi: ae Dre 
dp, _ of dp, _ of 1 of 
MB, ut 5? ” a 7, 


designante f quamlibet ıpsarum p,, q; funetionem. Cuius systematis secundum metho- 
dum supra propositam inventa sint integralia: 

Jr Kan, + us ass 
ubi a, @, ... dm-.ı econstantes arbitrarias denotent, quae in functionibus H, H,, ..: Hn-—ı 


non occurrant, et ubi functiones H, H,, .... H„-ı aequationibus 




















oH; ©H, _©H, öH, OH; CH, 
0=-[K,H)=—- 7-4 +4 

© q, op, Q, op, OQm OPm 

OH; ©H, OH, OH, OH, OH, 

op, 4 op 6 OPm dm 


*) Abhinc usque ad initium $.53 lacuna in manuscripto invenitur, quam illo argumento quod 


I 


sine dubio Jacobi eo loco tractandum sibi proposuerat explere conatus sum. C. 


















% 
E 
: 
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identice satisfacıant. Deinde si ope aequationum 


He, H, d,, Se .; u 


ipsarum Pi valores per 9, 9; (m et per constantes arbitrarias a, @, ... dn-ı 


exhibentur, erit 
V e fi P, dq, P: dq; Dan dq, 
expressio integrabilis, atque erunt 
oV oV oOV 
y . - b 1, En arg b. o m - b a 
eo. od, | Oldn—1i 
aequationes finitae problematis approximatı, desienantibus b, b,b,,... b„-ı eonstantes 


novas arbitrarıas. Jam sı problema perturbatum contineatur aequationibus his: 


a _ EM 84 dgn +8 
di op, f dt j op, ey —_ dt op 
dp i f- 2) dp, . i f- ‘2 dp, of 2 
di og, : : Zu og, Kr. ie di Ög; ß 


ın quıbus funetio perturbatrix 2 


Pı> Pr> 
proximati ipsae 4, > - 
b, B, re b,, 1; . 


loco ipsarum q,, 5 


funetionem quamlıbet ipsarum f, 4,5 G> * +» Ams 
Pm denotet, exprimantur ex aequationıbus integralibus problematis ap- 
u Pi Par ++: Pu, NOenon functio 8, per a, @,, - + Au, 
Tum introduetis quantitatibus a, @,, ... An-ı, d, Di; ... Da-ı 
Im> Pı» Par ** + Prn 

ferentiales problematis perturbati abeunt in has: 


tamquam variabilıbus, aequationes dif- 





da o2 da o2 dan . o82 
ee. ob ’ ni. ob, i “Al u Bi 
db 02 dü o& dbr—ı 082 
de oa ’ di oa, ’ u di Mini 


quarum forma aequationibus propositis prorsus est sımilıs. 


Formulae perturbationum et theorema de tertio integrali e binis inveniendo ex tenduntur 
ad casum, quo functio f ipsam T ewplicite continet. 
95. 
Formulae perturbatoriae $. aniec. traditae nullo modo mulanlur, si functio 
anlec. mutationibus in- 


f ipsam # eliam explieite involvit. Faclis enim in $. 


dicatis, invenimus, datis aequationibus differentialibus perturbalis: 





dq, of+D da, _ Ed dqn Olf+ 3) 
di Op, ° wen op, . v.. di ÖPm  ° 
of+mD dp dom _ _ HD 


Ip, _ +) ne ii Soc 4 | 
ing iR ee en di Ogm 





a 
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fieri formulas differentiales elementorum perturbatorum : 























da 08 da, 08 da,, 08 
i u 5 ‚ie an u: 
dd, 08 db, 08 db,. o8 
dt 0a, 3 _ Zu "%, FE, dt dan 


Addam, etiam theorema VI. $.27 valere, si functio f ipsam # involvat, sive, 


designantibus 
p=Const.. = Const. 


bina integralia quaecunque aequalionum 





da _ of da, _ A dm _ FT 
dt 2 ( op, 3 dt pr C Pa : Ber dt . OPm ‘ 
dp, _ of dp, of pm of 
dt = oq, I dt A. _ 09, ‚ re dt zu Ogm , 


fieri tertium integrale 
[p, w] = Const. 
Ut enim 9= Const., w=Const. integralia sint aequationum differentialium pro- 
dg dıy 


posilarum, earum ope idenlice fieri debe ee 0. —s sive 
di ; ( 


Harl=0, Fımn]= 


Unde aequalio idenlica, quae e Iheoremale V. $. 26 habetur, 
Lip, v), fI+ 1 FI» gI+LIh pl, vl = 0 


substitutis aequationibus ödentieis: 


r ow 
[y,fl= ns [5 $] = 








in hanc abit: 
| oy7,fo 
evtl ehr] - 
Le ylr1+ eo. 


Quae ope aequationum differentialium propositarum convenit cum aequatione 


dlp,w] _ 
dt ne 





quae demonstranda erat. Propositionem praecedentem ea, qua eam exhibuimus 
extensione, iam ill. Poisson olim tradidit. 























D 
2 
f 
3 
Hi 
3 

a 


EN 
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De integrali cuts variatione aequationes dynamicae derivrantur, etiam casu quo 
funetio f vel U ipsam t explieite involvat. 
4. 

Si in problemalis mechanieis funetio f adhue ipsam £ erpleite involvit. 
quem casum anlecedentibus consideravimus. prineipia generalia de conservatione 
virium vivarım, arearum, cenlri geravilalis valere desinunt. Tantum in locum 
prineipii minimae aclionis aliud proponere licet simile, quod eliam hoc casu 


valel. Quolies enim ipsa ! ut variabilis independens non varialtur,. sed solae 


[uneliones eius Jı» Pe» > + Im» Pı> Pr» --: Pu, alque slaluuntur aequaliones: 
ds _ UT döf dqm _ &f 
dt e 2 ? dt op, ? a dt op, L 
quibus determinentur p,. » ‚, ver { OR et. 
N ter : y . a a 1% a a = “ ti 
| Pı» P2 Pa |] Jı» 9: / Ar u Ar 


aequaliones diflerentiales reliquas 


dp, _ of dp; of dp, of 


dt n q, dt og, g lt og 


amplectitur una aequalio symbolica: 


A ( f of of 
4 tray Zi 
_ ) di p,dg, f P: Öf; | Pe ü Pd ' . 
dt 


Quod eliam locum habel, si f ipsam # explicite conlinel, quippe quae invariala 
manel. Ex integralione aequalionis praecedentis prodit, si pro limitibus ipsius / 
evanescunt varialiones omnes dgq; sive quanlitates q; datos valores induere debent: 
2 nee 

< P, op, OP 

Formula (1.) eadem est atque supra $. 37 exhibita, si lantum // loco / seribitur: 
illo tamen loco suppositum eral. FH sive f ipsam  explieite non conlinere. 
Ibidem viaimus in applieationibus mechanieis,. expressionem in \2.) sub signo 
integrali contenlam, esse 


= a Leg, 7 f T--U, 


up, op,  OPm 


nn 


Pi 


semper designanle 7' semissem summae virium vivarım alque U lunelionem 
coordinatarum ;, Y;. 3;, euius differentialia parlialia seeundum x,, %;, 3; sumla 


exprimunt vires molrices, quibus massa m; secundum direeliones axium coor- 


dinatarum sollieitatur. Quae funetio U casu, quem consideramus, ipsam / eliam 


Bd. LX. Heft 2. 16) 
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explieite involvit. In problematis igitur mechanieis,. etiamsi U ipsam f explicite 
continet. valebit aequatio: 


(3.) I f(T4 U)dt — 0, 

quae eo casıu quodammodo prineipii minimae actionis locum tenet. OQuam 
aequationem (3.) primum video ab ill. Hamilton in Commentationibus iam saepius 
laudatis adhibitam esse. Quae adeo facilius sese accommodat ad aequationes 
differentiales dynamicas inde derivandas quam prineipium illud. Neque hoc 
est. uti opinabantur Mathematici, sed illa aequatio, quae respondet prineipio 
stalico qwietis. Neque vero de integrali /T- U)dt valet, quod de prineipio 
minimae aclionis probari polest, integrale cuius evaneseil variatio. semper fieri 
minimum, dummodo ne per nimium intervallum extendatur. Nam illud integrale 
etiam pro angustissimis intervallis, aliis casibus minimum, aliis maximum, aliis 
neutrum fit. 


De combinalione quadam principü conservationis virtum vivarım cum prineipio 
conservationis arearum, quae certis casibus etiam valet, sit functio U ipsam t 
erplicite continet. 


9). 
Quoties U ipsam # involvit, quum neque prineipium conservationis viriun 
vivarıum neque conservalionis arearum valeat, videamus, an non casibus quibus- 
dam earum combinatio locum habere possit. Sint aequationes proposilae: 











de, 6©U, ,6öF „oB, 
m; PrLE — or, “ bh Or, + bo Öx, Pier, 
| d’y, : Der; BE. Tu 
1. j \ m; de an ©y; 8 ba oy; m ka oy, u . 
d’z; U. .aE „.„a. 
m; Zr * d, rhı 63; TA 0%, Er 


designantibus F=0, P=0,... aequaliones conditionales atque ipsi i tributis 
valoribus 1. 2. .... ». siquidem » est numerus punctorum materialium syslematis. 


Quae sunt notae formulae dynamicae. in quibus iam suppono, funclionem U 
Multinlicatis (1.) dz, dy, ds, 
iam ipsam 7 continere. AMultiplieatis (1.) per ——. ——, —— et summatione 
etiam ipsa onlinel ullıpheatis (1.) p ur, u ! 
facta, prodit: 
dTV) U 


dt r ot 





(2.) = 0, 


terminis in A, A. ... ductis per aequationes conditionales evanescentibus. 














Ne 





3 
& 
3 
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T 3 “ E > » . « . > ® . . . 
Ut respeclu plani coordinalarum x, y principium conservationis arearum 
locum habeat. primum ae quationes conditionales ita comparalae esse debent. ut 


sit identice: 


N - 
N yi- - -41 2, ( 0. 
3.) ee 00 oD 
(3 ) Pr ( ü ge 0. 
oY; 


Deinde etiam funetio U, a qua vires sollieitantes pendent, ita comparata esse 
debet. ut identice sit: 

x oU ML. U) 

3, \y, | = 0 


DL. ( Y; 


Sed ul oblineatur integrale aliquod casu quem consideramus. non opus est ul 


expressio ad laevam aequalionis praecedenlis evanescat. Nam quum e (1.) 
sequalur: 
d.r dy m U 
er n ' IN r % ou: 
4) Zug ——- 2 2 2 7 
. ii di ’ dt F op, ) I 
An 


alque e (2.) expressionis ar inlegrale oblinealtur, tantum necesse est. ut 


identiee habeatur: 

, \ oU oU ! oU 
2.) Bid - I. 
( I; ”; \ ( Era 


s 


designante & constantem. Quippe quo casu e (2.) et (3.) eruelur integrale 
aequationum differentialium proposilarum: 
' de; dy; } 


6.) e«T—-U)\+ Zum iu: — —2;- - Gonst.. 
( J ( 3 I ıYi dt 1 dt ( O1> 


sive cerla combinatio principiorum conservationis virium viwarım ei arearum 
locum habebit. 

Restat, ut functio U ita determinetur, ut aequationi (4). identice satis- 
facial. et indagelur, quaenam sint problemata mechanica, quae functioni U ita 
determinatae respondeant. 

Docent praecepta nota integrationis aequationum differentialium partialium 
linearium,. U designare posse quamcunque funclionem integralium systematis 


aequalionum differentialium vulgarium: 
dt: da: daz:...: da,:dyı:dyı:...:dy, 


u: . Y - . m 6 ® . 
a . ze o...%. . «Ar . > A a TE U 
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hoc est funetionum, quae in inlegralione harum aequalionum constantibus ar- 
bitrariis aequales existunt. Aequalionibus differentialibus 

de: Mi RR EN... 

— u a u HI Ei, 
satisfit aequalionibus: 

x; = 0;008(p-+P,), = asin(F+P;), 
in quibus «;, /; sunt conslantes arbitrariae alque g designare potest funelionem 
yuameunque ipsius £. (Quae funelio 9 determinatur per proporlionem 

d:@a=da:—y=dgp:l, 


unde 
ep = t. 
Si loco coordinatarum orthogonalium x;, 9; polares introducuntur, ponendo 
°; = r;C0SP;, y;= r;sine;. 


14 


alque loco eonstanlis = ponitur z, Sit: 
ur, Perl. 
Unde iam est forma maxime generalis functionis U, quae aequationi (5.) 
identice salislacit, funelio arbitraria ipsarum r,; alque 2, —yl=v,— n „ hoc est 
distanliarum punelorum materialium ab initio coordinalarum proiectarum in 
ipsarum :, y planum, el angulorum, quos distantiae proieclae faciunt cum reecla, 
quae in plano illo uniformiter circa initium coordinatarum rotatur. Insuper 
[funetio U eliam quanlilates z; quocunque modo continere potest. 
Aequationibus (3.) salislieri constat, si F ei $ sunt funcliones ipsarum 
r; alque dilferentiarum ipsarum ©,;. Unde habemus propositionem: 
„Statuamus in aequationibus differentialibus dynamicis (1.). posito 
2; = r;608v;, y—r;sine;, functiones F, P,... praeter quantitates z;, r; 
tantum differentias ipsarum v; conlinere, porro ipsam U esse functionem 
quamlibet quantilatum z;. r; atque e;—yt, designante y constantem, erit 
aequationum (1.) integrale: 
di, dy; \ 


ne N a u 6 
m; \Y: A ı = Const.. 


me ne f di 


Integrale inventum etiam sie repraesentare licet: 
dv; 





(T.) T—-U-yZEm;r; Const.. 


2 
it 








ndi. 


Aal— 


Im 
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sive eliam: 


dr, s 
ea) 38 sam + (z ’)\ 
So BEE Inne 2 3 te 77 ) di ze u 


Pars laeva aequalionis praecedentis (8.) esl 


"Sm; r; + U--Const. . 


yo 
> 


sımmae virium vivarım 


semissis 
systemalis, siquidem refertur systema ad axes mobiles eoordinalarum .r et y, 
ipsarum plano circa inilium coordinalarum uniformiter rotantes. 


Aequationes differentiales (1. 


( d’ T. / dv, \ ) ( [ j r r: F B 4 DD 
m: = ; r; 2 5 1 /. Ar N BR. 
| i \ dı ) 


nolum est sie eliam repraesenlari posse: 


dt or. or, er 
‚de. 
d.r; 
(9. di ol ‚cf er D 
| m; —— — — +, — +4 . 
| dt OD. or. cv. 
14 Z Z 
d’ 2. OU _ öF ED 
m; - - 4 - 4, 
dr 0 "Io: -©2: 
N j i 
Si statuitur 
TE ve; — rt, 


erit U functio ipsarum r;, @;,. z;. quae praeter has quantilates ipsam non 


porro aequaliones (9.) evadunt: 


dv \9 din. ı,.0U ..oF ,,„o® 
A Er u DR hd l_ a, | MA — ,-— | ..., 
de ) = ER dt N a u ;, 7 


continet; 


d’ N; 
‚m; (4 
\ 





' dv. 
u u! 2 | | 
(10. tt di “.m? OU  oF eo» 
2: rn u Ze -_— e -V Mm: .- 5 ı - —_-/ Io - ... 
| .. di Rn: di om, ' ov, ov, 
| d’z. ol .„ cl co» 
| m; - = — +4 — + - 
dr 03, 03; 02 


Si tres aequaliones praecedentes per dr;, dıw;, dz; multiplicanlur alque in pro- 


1. 2. 


omnium summa facile suppedilal 
dr, dw; 


duelis ipsi © valores » tribuunlur, 


integrale inventum (8S.). Termini enim bini in r;. u’ ir ducli se muluo 
\ / ( 
destruunt, eritque 
,oF ‚oF ‚op Br D 
2; — dw; = 2; ——do;, 2;— dw; =: — de; 
om ; od; ( w; O ; 


quum e supposilione supra circa functiones F, #$, facta identice sit 


S;— or .— 0. >; . 


0; ©; 


== ®, 
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Aequationes differentiales ipsis (10.) similes ill. Zaplace in Opere de Machina 
Coelesti tradidit, quaerens motum planetae verum eirca ipsias medium, dum 
formulae praecedentes accommodatae sunt quaesitioni. qua duorum planetarum 
alterius molus verus circa alterius medium consideratur. 

Functio U forma antecedentibus praescripla gaudet, quoties puncta m, 
guum a se invicem tum a centris quotcungue trahuntur, quae circa axem coor- 
dinatarum 3 uniformiter rotantur, communi rotationis velocilate, et in qua neque 
ipsa neque puncla m; reagunt. Pro quibus centris eliam substitui possunt 
corpora solida cuiuslibet formae exterioris ac constitutionis interioris, quae eirc: 
axem coordinatarum 3 eadem ac constanli veloeilate rotanlur alque insuper 
neque a se invicem neque a punelis »; sollieitantur. His omnibus casibus in- 
tegrale unum propositum locum habebit. Qui obveniunt casus in problemate 
Irium corporum, siquidem staluatur, quod proxime licet, corpus principale et 
corpus perlurbans in plano fixo unilormilter rotari eirca commune eorum gra- 
vitalis centrum. Unde inlegraie propositum iustum erit in problemate irium 
corporum respeclu omnium poleslatum excenlricilalis et inclinalionis corporis 
perlurbali alque massae corporis perturbali, reieclis terminis ab excentriecitate 
et inelinalione corporis perlurbantis alque massa ipsius corporis periurbati pen- 


dentibus. 


Östenditur, quomodo et aequatione conservalionis virium vivarım et aequatione una 
conservationem arearum concernente ordo integrationum binis unitatibus minuatur. 
Ouod haudquaquam pro quolibet aequationum dynamicarum integrali contigit. 


96. 
Quoties funetio U ipsam ? non explicite involvit ideoque prineipium 
conservationis virium vivarum locum habet, inlegrale unum, quo prineipium 
illud continetur, ordinem differenlialionum minuit duabus unitalibus. Sint enim 


rursus aequaliones differentiales numero 2m sequentes: 


OH 


dq; oH dp, 
dt cp,’ dd 0, 
si U ideoque etiam 4 = T—U ipsam ? non continet, aequationes illae sie 


exhiberi possunt: 











dqı: dqr:...: dgm: dp,: dm:...: dp, = 
MER. Dee. a... ah. DE; 
op, on, Br Ogm ” 


quae sunt aequationes dilferentiales 2» —1 primi ordinis, ideoque unius aequa- 
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tionis differentialis (2m —1)" ordinis locum tenent, quae per integrale a prineipio 


conservationis virium vivarum suppeditatum ad ordinem (2m — 2)" redueitur. 
Contra si U ideoque etiam H ipsam # conlinet, aequationes dillerentiales pro- 
positae unius aequationis ordinis 2m" loeum tenent. 

Si insuper prineipium conservalionis arearum respeelu plani cuiusdam 
dati loeum habet, ordo dillerenliationum rursus duabus unilalibus minuilur, si- 
quidem semper slatuitur ordo dilferentialionum systemalis aequalionum dilferen- 
tialium vulgarium idem atque unius aequalionis inter duas variabiles, ad quam 
per regulas notas eliminalionis systema aequalionum dilferentialium revocari 
potest, sive eliam idem alque numerus constanlium arbilrariarum, quas poseil 
integratio complela. Sumalur enim planum datum ut planum coordinatarum x 
et y, ac slalualur rursus 

T; =T;C08P;, y; = r;snv;5 
casu quem consideramus continebunt aequaliones proposilae dilferentialia quidem 
prima et secunda singulorum angulorum o,, sed ipsorum >; lantum dillerentias. 
lam per integrale, quod casu proposilo prineipium arearum concernil, fit, de- 


signante « constantem arbitrariam, 


‚ do, 
a = Zm; e—. 
BR’ 
unde posilo 
| du, 
u = U; —-D,; R = Zm;r; D N= mn; dt ? 
fit 
Fr „ du, de, 
(1.) e=R—, Im;r; dt = B-- rN. 
dt 


Si in aequatione, qua inc conservalionis virium vivarum continelur, 


ES rnlEI] = 04 


in qua h est constans arbitraria, substituimus valores 0; = ”;+»,, fit illa: 


SE an rm nl) = 6a 
sive e (1.) 


2)  zm;|( Dy. ei 2 u SE — U+h. 


Si in aequalionibus differentialibus substituuntur valores 





m; dir 


dv. du; Br 


er Tr ee Yore, 





dt di 
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exulavit quantitas ©, simul cum eius differentialibus, quum aequaltiones con- 





dilionales alque funelio U tantum quantitates z;, r;, ”; contineant, unde numerus 
variabilium unitate, ideoque ordo differentiationum duabus unitatibus minuitur. 
Generaliter. quoties in aequationibus differentialibus propositis variabiles ita 
eligere licel, ut in iis una ex earum numero non ipsa sed lanlum eius bina 
differentialia prima obvenianl, quum novum integrale generaliter invenire licet, 
lum uno inlegrali novo invenlo ordo differenliationum daabus unitatibus dimi- 
nuilur. Sit enim in aequalionibus differentialibus supra propositis q; variabilis. 


quae in ipsa H non invenitur. habelur 


dp; öH 
— : - 0 
dt 09; 
ideoque novum inlegrale 
pP: Const. . 
Reiecla deinde aequalione 
dq; oH 
dt op, 


alque considerala p; in reliquis aequalionibus differentialibus ut conslanle, sieuti 
invenlum est, numerus variabilium q el p ideoque ordo dilferenlialionum duabus 
unitatibus diminultus est. 

Eliam in casu, quem $. anlec. lraclavi. si inlegrale (8.) $.55 locum 
habet. ordo differenlialionum duabus unitaltibus diminuitur. Nam si sialuuntur 


dr. dır. dz 
1 ! 4 Il 


ut variabiles r;., w;., 2;, ; = ——-. Ww; : 
arlc z i l l di i dt ; lt 


8.55 omnes per unam ex earum numero dividuntur, ipsa f atque elementum 


-„ alque aequaliones (10.) 


dt in aequalionibus dilferentialibus non inveniuntur, ordoque dilferenliationum 
unilatle diminuitur. qui deinde per inlegrale (8.) $.55 altera adhuec unitate 
diminuitur, prorsus simili ralione alque vidimus, quolies prineipium conser- 
valionis virium vivarım locum habeat, ordinem differentiationum per prineipium 
illud alque eliminalionem elementi lemporis duabus unitatibus diminui. 

At non omnibus casibus, quolies habetur inlegrale novum, simili ralione 
alque in praecedenlibus exemplis ordinem dillerentiationum seita variabilium 
electione duabus unilalibus deprimere licel. Ita non fit, ut altero el tertio 
integrali, quod prineipium arearum concernit, duas variabiles cum earum dif- 
[erentialibus eliminare liceat ideoque guatuor unitatibus iste ordo .deprimatur. 
Sunt tanlum praecedentia exempla simplieissima, in quibus iam absque theoria 


supra condita illa depressio ordinis differentialionum sponte se offer. Theoria 
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aulem supra condila docet, semper variabilium systema investigari posse, pro 
quibus ordo differentialionum duabus unitatibus inferior evadat: sed »eneraliter 
illa investigalio secundum praecepla tradita postulat, ut alia condantur systemata 
aequationum differentialium, quae inferiorum ordinum sunt, alque singulorum 


istorum systematum auxiliarium integrale unum quodeunque indagelur. 


Systema propositum aequationum dijferentialium vulgarium vocatur canonicum. Cuiusmodi 
systema in aliud canonicum transformatur. Quod una cum transformatione aequationis 
differentialis partialis valde generali peragitur. Canonicum elementorum systema. 


oT. 

Revertor ad formulas perturbationum $. 52 traditas. Videmus, aequa- 
tiones 8.52 (7.). in quibus elementa perlurbala ut variabiles introduela sunt. 
prorsus eadem forma gaudere alique ipsas aequaliones differenliales $.92 (D.). 
Formam autem illam memorabilem, qua utrumque systema aequalionum dilferen- 
tialium gaudel, quia frequenter in his aequationibus obvenit. dicam aequalionum 
differentialium formam canonicam. Sunt in eiusmodi syslemale eanonico aequa- 
tionum differentialium vulgarium variabiles numero pari. alque altera pars 
semissis variabilium alteri semissi singulae singulis ita respondent, ut dilferen- 
tialia illarum variabilium aequalia sint differentialibus partialibus certae euiusdam 
functionis secundum has variabiles sumtis, et harum variabilium differentialia 
aequalia sint eiusdem funetionis dilferentialibus parlialibus secundum illas varia- 
biles sumtis alque insuper signo negaltivo alleclis. 


His positis Iransformatio illa, qua vidimus $$. 92. 95 aequaliones 


dq. (f+8) dp. Ölf-+8) 
di op; . dt dq; 
mutari in has: 
db, PAR e) da. aß 
aa am 


continetur sub probleiate generali. qguodeungue systema aequationum differen- 
tialium, quod canonica forma gaudeat, in aliud eiusdem formae per introductionem 
novaruım variabilium transformare. (Quod problema eliam ralione prorsus diversa 
proponere licet. 

Comprobavi enim antecedentibus integralionem syslemalis aequaltionum 
differentialium : . } | 
dq; of dp, of 
er op; , Ta 09; ° 
in qua maioris generalitatis gratia supponam, praeler quanlilates q;, p; eliam 
ipsam £ functionem f explieite ingredi, pendere ab integratione aequationis 
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differentialis parlialis, quae provenit ex aequatione 





substituendo in functione f in locum quantitatum p; differentialia functionis V 
partialia respectu quantitatum g; sumta, sive statuendo 

oV 

dq, 

Inventa enim functione V, aequationi illi differentiali partiali satisfaciente alque 





Pi nen 


involvente m constantes arbitrarias a;, praeler unam ipsi V mera additione 


adiungendam. erant integralia completa aequationum: 





dq; £ öf dp; . of 
dt op; ' di 09, 
sequentia: 
oV ol 
og; —w Pi * da. = b; ) 


designantibus b; novas constantes m arbitrarias. Videmus igitur, inter syste- 
malis canonici aequalionum differentialium vulgarium et aequationis differentialis 
partialis integrationem arctissimum nexum intercedere. Unde alterius trans- 
formatio statim etiam alterius transformationem suppeditabit. 

In promptu est aequationis differentialis partialis transformatio, si tantum 
in locum variabilium independentium aliae variabiles independentes introducuntur. 
Neque alias transformationes hactenus considerasse videntur Analystae ”*). Sed 
dantur etiam translormationes aequationis differenlialis partialis primi ordinis 
alius in aliam primi ordinis per substitutiones, in quibus expressiones variabilium 
independentium alterius aequationis continent quum variabiles independentes 
alterius tum differentialia secundum eas sumta parlialia. Methodus generalis 
eiusmodi elfieciendi transformationem haec est: 


Proposita sit aequatio: 





. 
1.) AV, = — fid+p,dg +pdg ++ p„dqn: 
in qua 
2) h=-5% 
sit data funelio ipsarum 41» Ga» --- Gm, £ alque ipsarum 
or, oV, oV, 
Pı °n o pP: ar re Pn Bu 





*) ÖOonstantem a 8.35 (3.) additam hie quod liceet = 0 posu1. 
2 | \ 

**) quarum tamen specimen quoddam offert Euleriana illa methodus qua variabiles 
independentes cum differentialibus secundum illas sumtis commutantur. Ü. 
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Aequatio (1.) locum tenet aequationis differentialis partialis (2.). alque in locum 
aequationis (2.) licet aequationem (1.) transformare. Ad quam efficiendam 
transformationem assumo functionem prorsus arbitrariam V ipsarum #£, Q1> 9a +: Qu; 





alque novarum variabilium a,, @,, ... a„. Quae determinentur novae varia- 
biles per ipsas f, 1» Q2» --- Aus Pıs Pas ».. Pm Ope aequationum : 
OV oYV 7V 
(3. =. -—_— a — Oo M ae 
(3.) og, Pı» 3q, m 3 Ps 
ac praelerea stalualur 
/ N c } oJ n V 
(4.) 2 ‘ on Dr ur re b,. . r o b, 
oa oa, oda, 


His positis fit: 
oV 
\d) - ot di | Pı dq: 1 P: dq: Be Pn dg,. 


(9, 
| —b,da, —b,da,—. —b,da,,. 


nanciseimur: 


(T.) dW = fit | dt- -b,da,+b,.da, ++ b,da,. 





Transformalionem generalem aequationis dilferentialis parlialis primi ordinis. quae 


antecedentibus continelur, Iheoremate parlieulari proponere convenil. 


Theorema VII. 


Sint t, qı» Ge» -.- q„ variabiles independentes, inter quas et func- 


tionem earum V, proposita sit aequatio differentialis partialis: 


| 0) v, oV, oV, 
] h(t; dı» Ar= +: Ims “ I ner 0: 


0 ee ( 4 
assumatur functio prorsus arbitraria V ipsarum t, 9» Ma» -:- q„ et no- 
varum variabilium a,, Ar. ... a„; atque in locum quantitatum qı- 92- :-: I 


introducendo quantitates 


oV oV oV 





da, ° ca, 2 0a, 


exprimamus quantitates sequentes: 
2 r oV oOV 


oO og, 04, OGın 
16 * 
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7 AV 
N vn ol 
atque si in fi loco - seribimus —— , functionem 
’q,; ’q; 
2 f (1 oV cV oV 
cr. a a a 
EL ud ui 2 0 gm ? 
per quantılates 
oV oV oV 
ii Bi re is Ti 7 os Tin 
' oa, oa, Oln 
quo facto fiat: 
BE .o.; (j oV oV © EN 
‘ I ” ( “ "IT ın er N a 200% an 
cl fi \ fı q: q 2 og, og, O Gm 
oV oV oV 
f (t. ee a ne cn) 
\ oa, oa, Ol, 
DS un nn oV Bm oW 
his omnibus transactis, si in functione gy loco u seribitur 5, erit 
Ol: A. ° 
ı ı 
aequatio differentialis partialis proposita transformala in sequentem: 
oW coW coW oW 
——+4 (t, 9 24 +: Ans A an =) = 
ot 5 j oa, ca, Ol 


atque alterius solutio ex alterius invenitur solutione ope aequationis: 
Yı,=V/+W, 

siquidem aut cognita solutione V, variabiles gı. 9» -.- Q„ exprimuntur 

per dı. dy» ... 4„, t ope aequationum 


or: 6 3 eV 09V 








N fi a r N . . . . ar wi 9 
og, og, 0Q, og, Oqm O4m 


aut cognita solutione W variabiles a,. &, ... a, ezprimunltur per 


m 


di» DB» >: Gm, £ ope aequationum: 


oW oV oW oV oW. oV 
de: \ ca, ” ca, oa, ? 7 Ol Ol 


I ee 2 

Demonstratio theorematis antecedentibus iradita eo nititur, quod positis 
aequalionibus 

eg, og, 04; 04 

inde sponte sequuntur hae aequaliones: 

coV cW oV oW oV coW 


: . . £ 2 "GR Fe ne: ‚u . 
od, ca oa, ca, Ol OA, 


ev, _ @V eV 60V oVv, _ OV 


OGin ( Im 





i 
quod etiam inverli potest. 
Transformatio generalis systematis canoniei aequationum differentialium 
vulgarium theoremati praecedenti respondens hoc theoremate continetur: 
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Theorema IN. 


I 23 24e . ge . » . . 
Proposito systemate aequationum differentialium eulgarium canonico: 


dq — of dq, u ( f, c "Am of, 
dt op, ? dt Bu; Op, ’ er? et ( Pm ‚ 
dp, i ” of, dp, EN of, ( Dim i f, 
di og, a og,” IE et ( Im } 


in qua fi est functio ipsarum t, gı= Qa> --- Gun» Pı= Piz --- Pm quaecungue, 


assumatur functio arbitraria V quantitatum t, qı- = ... q, alque novarum 


variabilium a,. 4. a„: quo facto condantur aequationes: 





oV oV oV 
Fe _ \ m = fs oo = Pm> 
q 0g, C Im 
cYV ol ol 
———b. —=—b. Bi, 
oa, oa, Ol, 
quarum ope exprimantur et variabiles q,. q:- . VPE OB var 
functio 
eV 
fı s FTz 
per t et novas variabiles a,. u. An, bis Das . . . d„5 inventa er- 
pressione 
oV 
fı+ as ni a) 


systema aequationum differentialium vulgarium canonicum in aliud cano- 


nicum hoc per substitutiones propositas transformatur : 








da, _ op da, og dan 09 
er u ob, ‚ de Gi. dt obn 
db, op db, “ op db, un 0 
dt 0a’ mw. dt Ol 


Theoremalis praecedentis gravissimi demonstralio. quamquam jam in quaestio- 
nibus supra traditis continetur, si breviter denuo adstruere placet, haec habetur. 
E svstemate canonico proposito fluunt aequaliones symbolicae sequentes, 


siquidem formularum notarum 
dq; d.ög, \ dp, d.op. er | au d.öV 
rn Tr a 


za; 


recorderis: 
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of, 
Of rZ us G op: 0) 
jg 21 d er 
of sts 
ot 08 ER dt 04, dt Ig; 
3y 
if. u or 
ot 04; dt dt 
oV 
—— öt 
of, id a d.öV oV Wr Eu 
Ben dt ” hie "ur dt 
i oV 
B3 a da; \_ 6 u" 
. oa. dt ) dt 
OF. 
a ER 
ot Ba dt 
d. oV 
& da, N oV N oa, 
[u da, KT 





of, ö . Zus i \ / \ 
UBER er f1) )dt—0 (—fi) 


ot 
r dm yy db, N ) 
nr ns au dt Ba 


Unde quum e systemate canonico proposilo sequatur: 
3 
dt ot ? 
invenimus: 





‚ N rda db; \ 
Op — Ir dt-+ 2. Ai 7 BR da;): 
dt 


Quae aequatio symbolica systema canonicum transformatum suppeditat, atque 
insuper aequalionem 


























cp dp 
: u 
quae ex illo sequitur. 
Unde functione W per ipsas f, a. @. ... a, expressa, fit: 
= eW ’ Y) MW cW oW 
(8.) = = — fi | 3 be =. ae = -—b_. 


ot et ) ca ca, OA, 





ndi. 
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. . . . . . > cV r } 
Eliminatis quantitatibus g;, p; ex expressione fi +57 ope aequationum (3.) et 





2 
(4.). evadit illa functio ipsarum £, a), @. ... @„, bi, bs, ... b,, quam statuamus: 
.. cV ’ 
fhh+ 4 ae in. 
° z * . * z : ou 
eritque substitutis ipsarum 5; expressionibus — -„e (8. 
au % | 
I 
ur A oW oW Wi 
(9. ——— I -gÄt, (dı. dp» ... _p a. © a )- 
ct oa, od, Ol - 


Quae est aequatio dilferentialis partialis transformata, quae locum tenet aequa- 
tionis differentialis partialis propositae (2.). Eritque prorsus eadem substitutione 
(3.) et (4.) systema canonicum aequalionum differentialium vulgarium pro- 
positum in aliud canonicum transformatum. 

Transformatione generali Iheoremate antecedente proposita. conlinetur 
illa in qua ut variabiles novae statuuntur elementa problematis approximati. 
Sit enim in theoremate illa 


10) = f+2, 


sintque [unetiones f et V ita comparalae, ut substitulis in f loco ipsarum pP; 





ER oV 
expressionibus „ prodeat 
og: 


2 


BO cV 
(11.) Fr. y — fi} 


considerari possunt quantilates a,. @,. ... a, tamquam constantes arbitrariae, 
quae afficiunt solutionem V aequationis differentialis partialis 


coV 














+f=VU, 
ot / 
ideoque ex iis,. quae supra probala sunt, considerari possunl @,. da, -.. Ay, 
b,. bs. ... b, ut elementa constantia, quae affıciunt inlegralia completa 
| oV oV oV 
—- = Ps = Ay --- = Ds 
AO \ © F dm 
12) |, hu be 
© CO ch 
r — b,. r — -b.. a >> - b, 
ca, ca, Ol 
aequationum differentialium 
/.dq, _ of de _ of dqn of 
43 u We Te En ÖPm ’ 
| dp, = of dp, j of dp, of 
di —©yg’ de > GE Gm 
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Quoties igitur vice versa in aequationibus (12.) ipsae a;, b; 


[4 


ul conslantes 
consideranlur, sunt aequationes illae (12.) integralia completa aequationum (13.). 
Quoties vero in aequationibus (12.) ipsae a;, b; ut variabiles considerantur, 
quae in locum ipsarum g;, p; ope aequationum illarum substituendae sunt, 
doce! theorema propositum, transformari ea substitutione aequationes 


4 A + 
dt op, be dt 09, 
in aequationes sequenles: 
da 082 db, eQ 
7 Er Fe 


Habemus enim casu proposito: 
f BE: _ ) 
l / u) u. 


Quae sunt formulae dillerentiales elementorum perturbatorum. quae a supra 


oV 
yaht+z 


proposilis lantum eo diserepanl, quod in iis —b; loco 5b; seriplum sit. Systema 


elementorum, quae in modum praecedentinm per aequaliones differentiales ca- 





nonicas determinanlur, el ipsum dicere convenit canonteum elementorum systema. 


De transformatione sysiematis elementorum canomiei in aliud canonicum. 


v8. 

In antecedentibus duae funeliones, quarum dillerentialia parlialia sumenda 
sunt in formandis systematibus camonieis proposilo et transformato, inter se 
differunt. Quoties vero funclio V, quae in praecedentibus ex arbitrio assumi 
poterat ipsam / non conlinel, erit 

a9 
ideoque fi = Y, sive in utroque syslemale canonico funetio illa eadem erit. 
Eo casıu eliam relationes,. quibus novae variabiles e variabilibus primordialibus 
determinanlur, ipsam # non involvunt. Unde si variabiles sunt elementa pro- 
bilematis approximali, eliam novae variabiles non nisi aliud systema elementorum 
eiusdem problematis approximati erunt. Quodsi igitur formulas_ differentiales 
elementorum perturbatorum hac ralione iterum transformamus, naneciscimur 
modum mazxime generalem, quo systema elementorum canonicum in alterum 
systema elementorum eanonicum transformetur. Habemus enim e theoremate, 


permutando ipsas q;, p;, a;, b;, resp. cum a,, b,, « 


19» 


is 2; propositionem se- 
quentem: 





? 
i 
4 
: 
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u“ 


Theorema IX‘. 
Sint formuiae differentiales elementorum perlurbatorum, designante 42 


functionem perturbatricem: 


da, _ 8 da, os da, os 

dt ob, dt ob, ” dt ob, 

db, o2 db, co db, co 

dt oa, ' di oa, ’ ER dt Om 
in m] .) m) D . . u 
sinl O1. Or... Eu» Pıs Pas». PD, funcliones elementorum praecedentium 


Ay. Ay 22. Ay, Dir Dr. ...b,. quae, designante  functionem quamlibet 


psarum A. Ara... Ans Oje Ode 2... One ab illis pendeant per aequaliones 
co r (D l ( 
— 2 b, e en / 2 - h . EUEN f I, s 
ca, od, ad, | 
( Y R) co > ( f 7 
rn a u ze DE u ) 
ca, B2 7; dr 00, 


determinantur elementa nova per systema argualionum differentialium prorsus 


simile: 
de, o2 de, 2 de, o2 
lt ( 2} k dt j ( pP, k u E «ft 03 ? 
da, 2 d3, 2 d3, co 
* oa de c @, ’ lade dt c& 


Transformatio generalis elementorum canonicorum, uae ope lunelionis 
arbitrariae Iheoremale praecedenli eihiciltur, redit in methodam nolam, qua © 
solulione completa zequalionis differentialis parlialis primi ordinis dedueitur 
solutio funelionem arbitrariam involvens. quae dieitur generalis. Sit enim F 
solutio aequalionis differentialis parlialis, ad cuius inlegralionem e Iheoria hie 
exposita reducalur problema approximalum, alque involvat I constantes arbi- 


lrarias @,. &, ... a,, ila ul sin! 


oV oV or 
—=—b. —=—b;, ee & ——=—b, 
ca, od, OGm 
aequaliones finitae problemalis approximali el quanlilates a,. ar. ... d„. bi. 


eius elementa eanoniea. In locum solutionis J etiam seribere lice!t 


b». b 


V-+-r, designante p constanlem; de qua solulione complela dedueitur generalis. 


m 


si constans y staluitur funetio arbitraria constanttum @,. @,. ... a,, alque 
differentialia parlialia expressionis I + respeclu ipsarum @,, dr, ... a, sumla 
nihilo aequiparantur. Statuamus funetionem ipsarum @,. Ars ... 4, arbitrariam 
involvere praeler has quanlitates alias constanles arbitrarias @&,, 2, ... 0: 


| 
Bit. 2, ‘ 
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eliminatis e V +9 ope aequalionum 
oV of oV op oV op 


od, oa, ° Ol OA, 





oa, oa 
quantilalibus @&,. &. ... @,„, habebitur nova solutio V+y, alias m constantes 
arbitrarias involvens. Etiam de hac deduei possunt aequationes finitae pro- 
blemalis approximati,. quippe quae erunt: 


o(V-+9) O(V-+g » eo +Pp) _a 
2. a ER TEIET, a eh 0. urn - ee 2 
O4, U@, vn 


Sed quantitales @; funetionem }-- tantum affieiunt, quatenus in ipsis a; con- 
tinentur ae praeler has explieite in funetione : differentialia autem funetionis 


Ip respeelu ipsarum a; sumla supposuimus evanescere; unde eril 





co(V--9) op 
00. u 
14 !. 
sive aequaliones novae finitae problematis habentur: 
of ; op r op 3 
-=- = =-P. ...:. —— =Pas 
2177 he o@, die O@,, Im: 
erunigque &,. Os 22. Aus Pıs» Ps --. P,„ nova elementa canonica determinata 
e primordialibus per has aequaliones et illas supra assumlas: 
© oV 
en A = u. — b;. 
Od. Od. 
14 14 


Klementa aulem nova canonica invenla si in problemate perlurbato famquam 
variabiles speetantur, eorum differentialia expressionibus similibus aequalia 


evadere debent atque elementorum primordialium. 0. D. E. 


Transformatio ea, quae in $$. antecedentibus tradita est, etiam generalior proponitur. 
99. 

Sed quanta generalitate gaudeat transformalio aequalionis dilferentialis 
partialis primi ordinis el quae inde pendeat systematis canonici aequalionum 
differentialium vulgarium supra $. 57 proposila,. sunt tamen aliae. quas illa 
translormalio non ampleetatur. Seilicet adhuc sequentes addendae sunt. 

Sit rursus aequalio transformanda: 

di, = —fidt+p,dg + pdp + +p„dgn; 
in qua f, est dala funetio ipsarum £, gi» Gar =: ms Pıs Pas + Ps Sit eliam 
Y rursus functio ex arbitrio assumta ipsarum £, gı» Gar --- Gms Aıy Ann... Ayy 
inter quas vero quanlitates iam statuamus insuper locum habere aequaliones: 


FR. = 
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Tum, posito rursus 1,—V = W, erit aequatio transformata: 


dW = —pdt-+b,da, -+-b,da: + b,da,. 
siquidem ponitur: 
( fi ‚ oV u . co» 
) —e = u I. — 5 - ho un Fra 
f ae” 6 ot 
oV :E ,;, 5. DO 
0 wenn Pı — — -- di =— — /n 
oq, oq, ; Zr 
oV BE. .;: 98 
0 = »m-- tust 
og; og; .0q, 
oI oF o%D 
0 . Pin 74 3 & / e 
On OGm OQm 
oJ oF ob 
b, —— rı — + In 
( d, oda, od, 
( A er oF a D 
b, = we en et ae Fe 4, 
m od, od, - oa 
eG Y 2 oF 5 r D 
b, — — — +- uhr +4 
2 On Od 


Ex his aequalionibus,. quibus ipsae addantur F=0,. Pd, eliminalis 


. determinandae sunt 9,» G2> - -: Yms Pıs Pas - - - 
:arumque valores in expressione ipsius g subsliluendae. 


Jr, A Dur PEl a, 2, . -. An; 


is 

Si multiplicatores 4,, 4». 

formularum derogare. transformationem eliam sie proponere licel. 
’ 

0. P=0. inter quantilates q;, a;, E assumlis. quarum 

numerus sit m—k, sint 7,» r5» ... 


a„; licei omnes q,, 9:, --. Q_ Per ipsas t, a, Q.., ... d, 
exprimere, quae expressiones eliminalis r,. 


evilare placel neque lamen symmelriae 


Aequa- 


tionibus enim F 
r; functiones quaelibet ipsarum £, 41» Qi»... q 

Ad. dı. alque 
novas quanlilates 7, fa» ... 7% 


32... 7, Suppedilabuni m— 4 aequaliones inier ipsas >» Pe ::: Qu» di: 
Br ie 


.. quum ex arbitrio assumi possint. jam 


Aequaliones F 


quanlitalum f, a, @&ı. 





0, $P=V, 
earum in locum staluere licel, ipsas 91» Q:» --- 
As "|. r 


Er 





(„ esse funetiones arbitrarias 


Quibus electis. sil 


we 
— 1m, -——ttttD = 
Pı or, P: or; [ / ’ ( r, 4 

4, 99 gm 
) , x )» Tee u ia, Tea Bun A:;. 
Pı 3a. pP: od: l oa; ’ 

[4 ı 

WR IRRE 

r _—__ er ) a — m . 
pP: ot + P: ot ] "” ol 
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Unde erit: 


Ad) —fı di rPı dq: Pr da + TPm dg,. 
f-T)dt- Rıdr, + R,dr, ++ R,dr, 
-A, da, --A; da, + +++ - A,da,. 


Assımta iam ex arbitrio ipsarum @,. a2... Au» Pie Par... #;, E functione V, 
statualur: 
f? y ı C v 
> ur en. RE N { 
+3 ser f 
} oh co+ 
R.. Ks ran u A R, 
O7 ( N, | 
ol coV ch 
1, —- Di 1, — - B.. , DB; 
! ( A, od N 


eri! 


AV, I) = dW= —gdt--b,da +b,do-+-—+b,da,. 


Ex aequalionibus m+Kk: 


[4 f, ( ‘4: ( Im s , j r 
) > ? ) ) ze — ...— J - n o rı > — 
/ l fi g / . cr. 4 l Pn r r. l ( r. 
l zZ zZ [4 
og, GO; | ( Im oV 
1 + + +9. = A = tb: 
Pı7 a; P: oa; Pm od; . ca, u 


et per resolulionem aequalionum linearium determinantur pı. Pi» --- P„ per 








Ban Way 0 Was Un Min a A Di - - + Ds U ERERE Din Dir - . - 5 
habentur % aequaliones inter ipsas v1» Pas»: Has Ayo lin ae Ays Die Dar nn. Dust, 
quarum ope ipsae r,, 73, ... r, Ideoque eliam Pı, Pia - = Pas Iıs 25 --- Qm 
Der An Mon 22. Ans Di» Dir... d,, f determinari possunt. Qui deinde valores 


in expressione g substlituendi sunt, ut illa solarum @,, &,...4,. Dis Dar... Du, t 


[unetio evadal. Transformata autem aequalione 
av, : fıdt+pidg + pdp + pudg, 
in hane 
dW = — gdt+b,da, + b,da, + +b,da,, 
ın quibus fı est ipsarum 1, Ga 23»: Omas Pıs Ps - + Pas alque y ipsarum 
I, Ay. Abe 2.2. As dir dar ... b, funetio, simul aequaltiones 
ra Hi =0, a p—0 


altera in alteram transformatae sunt. Substilutis in f, loco ipsarum p; ex- 








OF. j ie oV 
pressionibus — '. in g loco ipsarum b, expressionibus —-. evadunt aequa- 
og; a; 





‚di. 
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tiones illae aequationes differentiales partiales, quarum igitur iam per melhodum 
propositam Iransformaliones novas nacli sumus. 

Si #—= m, transformatio eadem oblinetur atque 8.97. Transformationes. 
quas EX anlecedentibus pro km oblinemus, eliam novas Iransformaliones 
systemalum canonicorum aequalionum  dilferentialium  vulgarium  suppeditant. 
Et similiter alque in $. anlec. eliam sysiemalum elemenlorum eanonieorum 
novas inde eruimus Iransformaliones. (Ouas Iransformaliones. sineulas binis 


modis. sequenlibus theoremalibus proponam. 


Theorema \. 
Desimante i numeros 1. 2. ... m proposilum sit syslema aequa- 


tionum differentialium vulgar ium: 


f ‚J . 
dq; t f, ap; | fi F: 
di op; M.-. 
assumatur funetio arbitraria V ipsarum T, Yı» Mr»: 9. norarumgque 


variabilium a. &, ... a,„, inter quas quanlitates Am --1 stalnatur locum 


habere aequaliones quascungte 


aan Bei ...3 
condantur porro aeqnaliones Zm--1 sequentes: 
| ; RE | ; . oD 
= -- Ay —hn ..., 
f hr ar ar 
oV _ eF RT ıD 
P e 2 ’ I — I 
( G; ( G; 4 G; 
oV’ .„oF „o® 
ze bh: _— : 7 I ‘ = Kun . 
od; cd; od; 


grarum aequalionum ope, advocatis ipsis F=V. P=V,..., et eliminari 


possunt multiplicatores h,, +. et determinantur 2m guankitates q; 


et p; nee non functio y per ipsam TE algqıe 2m novas quanlilates a;., b;: 
qui ipsorum g;, p; valores si substilnuntur in systemate proposito aequa- 


tionum differentialium vulgarium, transformatar iltud in sequens: 


da; ö r f db; ( Yf 
dt ob.’ di od 
ö vr MW 
Porro, in locum ipsorum p;, b; seribendo ——, abi conduntur 
og; Of e 


aequationes differentiales partiales 
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oV, oW 
ur -- Fe 0. a. u + f — 0. 


© ol 
alterius solutio ex allerius obtinelur solulione per aequalionem: 
Y,= V/+W. 


Theorema \Xl. 
Designante i numeros 1. 2, ... m, data sint differentialia elemen- 
forum problematis alicuius perturbati per aequationes: 


da: | 
1 


) db, 
de di 


| Are 


J 
z 


a. 


die ( q, 


). ? 
Z 


designante 2 functionem perturbatricem; assumatur functio arbitraria V 


elementorum q@,. 4. ... a, novarumque quanlitatum o,. Ca, ... O„: CON- 


m am 


dantur porro aequationes 2m sequentes: 


oV_ ,„oF .„o%b 
b; - u. ag ee / I u u x NE !. ) De er e RR “ 
OU. Ol. ‚oa 
Z i 
2 oJ > oF e®D 
_—. N:— u ee : “u , 
e* c@, a @; " ca 
quaruım aequationum ope, adeocatis ipsis F=-0, P=0, .... et eliminari 
possunt multiplicatores by, ba, ... el determinantur Am elementa a;. b,; 


per novum systema elementorum a;, j;; quae elemenia nova si etiam in 
funetionem perturbatrieem ‘2 loco ipsorum a;, b; introducuntur, inceniuntur 
differentialia elementorum nori systematis a;, 7; per formulas: 

de; 22 d3. Q 


aa Moe 


Obtinetur Iheorema praecedens e theoremate X. statuendo, functiones I, F,$,... 


) 


ipsam Z non involvere, et permutando p;, q; cum b,, a;, alque b,, a; cum P;. @;. 


Theoremala praecedentia etiam hanc alteram formam induere possunt: 


Theorema X‘. 


Designante i numeros 1. 2,... m, propositum sit systema aequationum 





differentialium vulgarium: 















dq; of, dp; SW 

m. Zu 5 
statuantur quantitates qı» G> --- 9, aequales expressionibus quibuscungque 
ipsius E novarumque quantitatum a,, Ar. ... Ay, Pia Pay... Mi, desig- 






nante k numerum aut ipsim aequalem aut ipso m minorem; assumatur deinde 
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4 [unctio arbitraria V earundem quantitatum a,. du. ... Ay. Yır Mon... Yu 
: !, atque condantur aequationes m-k: 
oV og, og og 
+7 12 ıM 
— —— ) — _t— er — + ... + - — 
2 Pr UCPr I, Par 
Z I [4 [4 
oV og og og 
b;+=—— = Mm = + Pu —— 
2." 0 Pı da. "pP: oa Pm od. 
— l zZ 
per quas determinentur quanlilates Tr). "32 ... N, Pı- P2>s --: Pu per 
quantitates a), 45... Au, Di» br... du, f, unde eliam quantitates 
Yı» Ss --- Gm per easdem quantiltates determinatae erunt: quibus substitutis 
v quantitalum r;, q;,. p; expressionibus per easdem quantilates a,. @;. ... d,, 
bi» b5, ... b„. t eliam exhibeatur functio 
mn 
.. oV \ og, ©q, | Od 
A naar: aa! Sara or ru & 
quibus faclis si expressiones ipsarum Yıs Pr === Ans Pıs Par =: Pu per 
4. los... A,. bi» di»... b,. t inventae suhstituuntur in sustemate 
aequationum differentialium propositarum, oblinebitur hoc similis formae: 
a da. Gt db. Ct 
" 20 Be Ana: APRES 
di ob. dt oa, ' 
[4 I 
); 
" simul aequationes differentiales partiales 
| oV oW 
r —_ı1f=-0 —1p9=0 
ot f ’ ol f ? 
oV. OW 
quae obtinentur ponendo in altera — 2 loco p;, in altera loco b;, per 
«dl. r Od. 
Z Z 


easdem aequationes altera in alleram transformantur, et alterius solutio 


er alterius habetur per aeqnationem 


= Wr, 
Theorema Xl". 
Designante i numeros 1, 2, ... m, data sint differentialia elementorum 


/ problematis alicuius perturbati per aequaliones 


u. 
di ob, ’ di 0a,’ 
designante (2 functionem perturbatricem; statuantur elementa a, @. ... 4, 


aequalia expressionibus quibuscungue novarum quantitatum m-+ k, 


Gi. Or. . . . Os Eı. €). . . . Eis 


ns 





designante k numerum aut ipsi m aequalem aut ipso m minorem: assumta 
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deinde functione arbitraria V earundem m-+-k quantitatum, formentur aequa- 


tiones m--k 
oV oa 





- = b, 1. 4 ee dh, — 
O8. u O8. 
[4 ! 4 N 
oV od cd, ) OG,, 
+ = bu, +b-— +. +5, —-: 
va. ca. UU. 7 (OU: 
Li ! [4 14 
per quas determinentur m-+k quantitates &. &» ... &%. Di. bi. ... b, 
per quantitales novas 2m: 
y e r M) > PR) 
U» Use . . . Bus Pı- [?2» . . . I/m» 
unde etiam a,. Gy. ... a, per easdem quantitates deierminatae erunt; quae 
expressiones elementorum a). Ay= ... Ay, Dis D3. ... b, per nova elementa 
a Can... Our Dis Dar sm St substituuntur in functione perturbatrice 22, 


habentur diferentialia novi eiemenlorum systemalis per formulas similes: 


de; ol d3, | 0 
dt oB.’ di OU. 
.. [4 


Haec allera Iheoremalum forma commodior est, quoties in priore forma numerus 


aequalionum F=0, P=0,... valde magnus habetur. 


De cası quodam simplieissimo, quo e systemate elementorum canonico aliud 
ejusmodi systema eruatur. 
60. 
Paueis agam de Iransformationibus simplieissimis. quarum tamen Ire- 
quenlissimus usus eril, alius systemalis canonieci elementorum in aliud canonicum. 
Sun! elemenla canonica. quorum differentialia huiusmodi aequationibus ex- 


p rımunlur: 
da; 502 db. Le) 


de ob. dt oa 


quarum aequalionum inlegralio redit in integralionem aequationis differentialis 














parlialis: 

oV 

0 — ll, 

ol 
siquidem in funelione perturbatrice £2 loco ipsorum 5b. ds. ... b, ponitur 
oV oV oV ° . . . . . .p 
——-. 70%" 777, Sive quod idem est, redil integralio aequalionum diffe- 
oa, 04, od, - 








rentialium vulgarium praecedenlium in integralionem aequalionis: 


dV = — dt-+b,da, +b,da,--+--+-b,da 











m” 








Vocemus duas classes sysiemalis canonici elemenlorum, alteram, ipsas @a,. @,,... 4, 





a 


un 
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amplectentem „ positivam classem, alteram. ipsas b,. b,. ... b, ampleetentem 
negativam classem. Elemenla bina a, et b, vocemus coniugala. Bina elementa 
coniugata svstemalis simul ex allera classi in altleram transeunl, si «alterins 
elementi signum mutataur. Si funeliones quascunque elementorum, quae ad 
alteram lantum classem pertlinent,. ul nova elementa illius elassis iniroducere 
placet, facillime alterius elassis elementa, quae novis illis coniugala sunt, de- 


Ierminantur. Sint ex. gr. classis posilivae elementa a,. a. ... ad, expressa 


per alias quantitates 0,, &., ... @„, quae ut nova elementa classis positivae 
spectenlur: posito 
2, Di ” 
, b, = -b 2 meh, I ö 
erit 
dV = — 2dt-+P,da, + Pd, +++ /,do 


Unde considerari debent quantitates >; ut nova elementa alterius elassis. erit- 
j Z 


que elementum 3; ipsi ©; conjugatum, sive erit: 


P , 
j Le de; j ke di 
oßB lt ou. dt 


ru 2 


In proposilione praecedenie loco «;. «:; ponere licel b;. ,, simulque loco 
1 l i 4 ia. | 
b;, ’; ponere «;, @;. Unde Jluit altera propositio, ewpressis b, per alia elementa 


. } 
ar 


P;, elementa classis posilivae, ipsis 9; coniugata, fiert 


: 7 / 

( b, CD, OD, 
eh rw ... Ad . 

0». “IE, vi PB: 


en“ 7 2 


(; dt, 


Sı hune transformationis modum una eum illo qui sola mutatione sieni unius 


seu plurium elementorum efficitur. vieissim iterum Ilerumque adhibes. iam hac 


via simplieissima ex uno svstemalte elementorum canonico diversissima alia 


deducere licet. 

Ui per methodum generalem supra traditam erualur transformatio illa 
simplieissima, qua bina elementa coniugala, ex. gr. a, el b,. allerum in alterius 
classem transeunt. stalualur 

oV. 


od 


eril 
d(V—-V,) 2dt—a, da, +b,da, + +b,da,,, 


quae docel aequatio, si loco ipsius a, introducatur &, =5b,. elementum coniugatum 
quod erat 5, fieri —a,. q. d. e. 
3d. LX. left 2. 18 
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Transformationes antecedentes, variabili T et ipsa mutata, ad summam generalitatem 
perducuntur. 


61. 
In $$. 57.. 59. transformationum aequalionum differentialium partialium 
veneralitatem eo restrinximus, quod unam variabilium independentium immutatam 
rveligquimus. Quam restrielionem si missam facimus. ita agendum est. 


Sii rursus 








dv, == -fı dt pıdgqı +-p,dg: +-+9,dg,. 
alque V funelio arbitraria ipsorum g1> >> --- G„., f alque novarum @,, dr, ... d,,T: 
It aequatio Iransformata 
| oV | 
d(V,-V) = — 57 dr -b,da, + b»das—+----+b,da,. 
| | 7 
siquidem staluilur: 
oV oV oV oV 
« N ” er - - ) ” u 2 re . * * « - 
ei er Pr. P: Ödm Pn; 
oV oV oV 
u = b, " wc, rg E b; . a 5; i b . 
od, ca, Ol = 
Ex his aequalionibus determinandae sunt F, Yı> Gar --: Qu Per di, dys... Gy, 
a a 4 A ol 
bi» bs. ... b„. 7 alque valores eruli subslituendi in expressione ——, quo 
- oT / 


facto eril 











d(V,—V) u 





oV 
Ir dı +b,da, + bs das +++ b,da, 
gi 


ww 





aequalio Iransformata. Si in modum $. >59. introducunlur aequaliones F— 0 


. 





$=0,... inter ipsas dis Gas --- Gms > Ars Any ... Au, T, nil in prae- 





cedenlibus mutabitur, nisi quod loco ipsius F_ ponendum sit VA, F- PB 


I 





euius expressionis differentialia partialia multiplicalorum 4. 4. ... non continen! 





differentialia, ul quae in expressiones F, $P,... evanescenles duela sunt. 





Ul e proposilione praecedente oeneraliori deduealur casus. quo varia- 





hilis independens 7 immutala manet, seribaltur in loeum ipsius } expressio 


V+(r-Nf 





desienante } funelionem ab ipsa 7 vaenam. Quo Facto aequatio 





ol . 
- fi 


ot 








abit ın 


Indı. 


N 


um 


am 
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unde dedueitur 
I t. 


Reiectis igitur post differentiationes factas terminis in = —f duelis ul evanes- 
oV . OV 


centibus. mutato V in V+(@—M)fi. abit —— in -fi. differentialia -- 
or oT ? 
4 q 


oV ) 
eo non mutantur. Unde si postremo # loco 7 seribilur. faeile patel. quo- 
modo e praecedente propositione generaliori deducantur eae. quae $$. ante- 


cedentibus traditae sunt. 
Si aequatio dillerentialis partialis proposita ipsam funetionem quaesitam 


V, continet. ita agendum est. Sit 





a) _— — fdt- pıdq, - P: dgs- 5, dq,- 
atque conlineat f praeler variabiles f, 91» 9... Qus Pı= Pas». P„ adhue 
ipsam V; assumatur ipsarum VW, #, =» PB ... us Ay» Mor... A,„, ı Sunctio 
quaelibet W; erit 
.„ "oW 
dW = g.- dı -+-b,da, +b,.da, + +b,da,. 
siquidem statuilur: 
oWw 6W, WW 5 6W  6W oW OW 
Er se V R og, aV Pı» 4, IV P>» e% Fr ET Pa: 
>W IW oW 
re, ... ——hb, 
oa | ca, Od, 


1 


Ex his 2m-+-1 aequalionibus. advocata ipsa funetionis WW expressione ex 


7 


arbitrio assumta, determinandae sunt F, f, gı= Ps» ==: Am» Pı» Pır »-- P. per 
W, ı, a. @. ... a, bi. b,. .... b,„, ac valores invenli in expressione 


ca oW . Mo ne 
ipsius substituendi, quo facto aequatio dilferenlialis praecedens erit aequatio 
(! 


transformala. Si inter ipsas I. #, 9, 9:- (ms T, Gr, Gy... Q„ aequa- 


tiones F=0. P=P0. ... locum habere staluis. 


praccedentibus loco ipsius W ponatur WA Fun Pu» 


lanlum necesse est. ul ın 


Haec sunt maxime s„eneralia. quae de Iranslormalione aequalionum 
dilferentialium partialium primi ordinis inter numerum quemeunque variabilium 


praecipere licet. 
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Agitur de usn integralis eniuslibet systemutis aequationum differentialium vulgarium, quod 
non eam in seriem integralium redeat, quam methodus supra proposita sibi poscat. 
62. 

Adnotavi supra $.56.. si prineipium conservalionis arearum respeclu 
cerli euiusdam plani locum habeat. unam variabilem cum eius differentiali 
prorsus ex aequalionibus dilferentialibus abire, ideoque ordinem differentiationum 
unilatibus duabus diminui; idem vero. quod pro uno integrali illo fit, non 
evenire pro secundo et terlio inlegrali. quod datur, si prineipium conservationis 
arearum respeclu caixslibet plani locum habet. Quaeramus jam. quemnam alium 
usum e tribus illis integralibus pereipere liceat in ea integralionis via. quam 
supra proposuimus. Eum in finem antemilto has considerationes generales. 
Anltea aulem processum generalem inlegralionum. qualis e supra traditis habetur, 

: paueis repelam. 


Proposita inlegralione aequalionum differentialium 


dgq, : dgs 2 :dq„: dpi: dp :*:: dp 
ef „ef of cf of of 
op, ( D, ZADeiee OD j ( G og, .. Om f 
in quibus f est data funelio ipsarum qı> Ge» »». Gms Pıs Pas = +: Pu, € prae- 


ceplis supra tradilis ila agendum erat. 
Inteorale primum sponte habelur per aequalionem 


f d, 


in qua «@ est constans arbilraria. Integrale secundum habetur 7/, = a,. si datur 


funetio H,. quae idenlice salisfaeit aequationi 
E. 0 Bf: 


siquidem semper statumtur 


op A (7 ( p oW op on 
( I, .. 4 - 1104 — , 

r og, op, © CP; 4m OP, 

( f om { f at ( Yf BEI) 

( P, cg op, 09, OPm OGm 


lam e praeceplis tradilis non inlegrale tertium quodeunque invesligandum es! 
sen fimetio FF, quaecungue salislacial aequationi 

[H,.f 0. 
sed einsmodi [unetio /,. quae duabus simul satisfaciat aequalionibus. 


2) I[H.fl=0, [H,HA]=0 





di. 


od 
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Deinde invesliganda erit functio H,. quae tribus aequationibus 
,/fl=0% [4,,4]=0 [4.,3]=0, 
functio H,. quae quatuor aequationibus 
[H,.fl=0, [H,41=0, [H,A)]=0, [H, H]=0. 
etc. ete.. denique functio H,_,. quae m—1 aequationibus 


H,.,fl=0% [H,H]=0, ... [H,.H_]=0 


L 
salisfaciat. His inventis funetionibus. integralio completa aequalionum differen- 
tialium proposilarum ad meras quadraluras revocala eral.  Seilicel sunt m in- 
tegralia aequalionum differentialium propositarum ipsae aequaliones. 


[= 2% Fe m A, =@ 


e quibus deinde si determinanlur p,. P2» - -. Pu Per Yı= 9»: 9,, habentur 


m--1 reliqua integralia per formulas: 


op, Op, ODy 
- dq, + ——dg + - dq„ı +b 0. 
/ ! od, hi | od, T: oa, Im \ A 
A op, op, OPm ! 
AI er - -da_! +b. (0. 
/ 7 d, Iqı ' om. / | oa, Im \ ? 


"I op, ‚OP; OD - 
raus de rs . de ar sh de ıb 0, 
/ oa, 1 ı oa 2 N l: [4 Un N / \ I 


la. quorum (ojlur 





in quibus expressiones sub signo sunt dilferentialia comp! 
integratio nonnisi quadraturas poseil. Quanlilates «, @,,.... 4, 1. Di. Din... b,_; 
sunt conslantes arbitrariae. 

Aequaliones, quibus funelio /; definitur,. ex iis quae supra $. 932 de- 


monsiravi. variis modis transformare licet. Seilicel in aequationibus 


(H,fl=0, [H,H]=0, ... [H,H_]=0 


loco funetionum f, H,. H,. ... H;_, alias quascunque ponere Jlicet, in quas 
H d,... HH, =a Iransformari 


« 


ıllae ope aequalionum fa, H=&. 
possunl: nec non supponere licet. Ope harıım aequalionum e fiunclione quaesita 


H, eliminatas esse quanlitates pP. Ps» - - . Pr.  Ntatuanlur ope earundem 
aequalionum eliminalas esse p,. Pa» - - - P; EX Ipsa f omnes praeler p,. X 
ipsa H, omnes praeler p,,.... ex ipsa A;_, omnes praeler p;, singulis aequa- 
tionibus f=a, H,=a,..... H;,,=a;_, in singulis eliminationibus efliciendis 


respective reieclis. Tum aequaliones. quibus Al; satislacere debei. hae hiunt: 
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oH, of. oH. | of 


oH,; of 




















= EN Sr 1er 
. . og, 0p, 04; ,,;, Pin Om  OPm 
oH. of oH of 
op, .; 04; OPm Igm ’ 
e | \ 2 
oH. oH oH; oH | oH, OH 
0 = H,;, H,| — .— r == 7 s I, a _— —_ 
99 Pr dr Pipı Om OPm 
© H, oH o H, ( H, 
OP; 41 04;; 1 C Pr gm . 
OH. OH. OH. ©H °H. OH. 
ö . ei i N} i 1— 
u 
og, op; 0g;, l op; 1 OGQm OPn 
oH. oH. oH. oH 
z z—1 z l 





OP; Irı OPm Om 


Site f=a ipsa p,. e H,=a, ipsa p, ... e H; ,=a; , ipsa p; expressa per 
Pix» Pina» === Pas Iıs Pe» =: Gm: POssunt aequaliones praecedentes sie quo- 


que exhiberi: 





oH. dm, oH,; 6p, cH, 
seien: Frau See Zr ae 
C q, C P;. 1 © q; 1 c Pm c Im 
op, oH, op, oH, 
 — =——— ...— nr u 
4; OP; Om OPm 
un OP; . . ‚H, | | op; oH; 
09, Pr Msı Mn m 


op, oH. 


og; q OP;| f Om OPm 


oH op, oH;, _ op; OH, 
.ög; u Opzzı a  ODm Ögm 
op; 04, op; oH 

og, op: ” a: gm OP 


Hae suni aequaliones (d.) $. 17. quarum docui supra iniegralionem simultaneamı 
S$. 19. 20, primum quaerens functionem, quae aequalioni primae, deinde quae 
duabus primis, deinde quae tribus primis ete. satislacial. Sed interdum fieri 
potest. ul alia via determinandi funetionem 1; commodius inealur, cuius rei 





exemplum simplieissimum prodam. 
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63. 


Integratio simultanea binarum aequationum in theoria praecedente primum 


obvenit in investigatione functionis H,, quippe quae duabus aequationibus 
,fl=0, [,4]=0 
simul satisfacere debet. E $. antee. hae duae aequaliones ope integralium iam 
inventorum f=a, H, =a, in duas alias Iransformandae sunt. Sed statuamus. 
aequalionum differentialium propositarum praeter duo integralia illaf=a, H,—a, 
haberi tertium: 
Y Const., 
ita ut identice sit 
Ipfi = d. 
transformatio ı:la non adhibenda, sed haee investigandae ipsius //, ineunda via esl. 
Si habetur |, H,] = 0, statui potest H, = y neque igitur ulteriore dis- 
quisitione opus est. Casum quo [y, H,) in valorem numericum, ex. er. +1 
redit. sive generalius in functionem ipsarum f, AH, in sequentibus exeludemus, 
quippe quo methodum supra tradilam relinere convenil neque terlii integralis 
inventi usus eritl. Quibus supposilis polerit sequente melhodo e funetione 
alia A, derivari, pro qua, siculi pro ipsa g, sit [Hh,f] = 0, simul vero eliam 
[H,, H,|=0. Ponamus: 
4A, A, A: 


quae eo usque continuanda est novarum funelionum formatio, donee pervenialur 


ad funetionem [A; ,. H,] = A,, quae antecedentium f, MH... Ay» As. ... Ara 
funetio esl 
A, pP f, Hı. %. Sr TORE 1)» 
quae funetio praelerea e variabilibus g;, p; nullam involvat. Sit F funclio 
alia quaecunque earundem quanlitatum f. H,. p. Ay. Ar, ... Ar, dieo 
primum, haberi identice 
[F,f| 0. 


Elenim ex aequalione identica generali (Theor. V. $. 26): 


Ir, (1), HJ+[ [If Hl, vJ4liH. wi. fl} 0 


sequitur casu nosiro,. quo [f, H, 0. aequalio: 
[[w, f\, HJ -H [H,wi.fl VÖ. 
In qua si loco w suecessive ponitur . Ay. Ar, Az, .. .. sequunlur. 
quum etiam sit ex hvpothesi |, f 0. alia ex alia aequaliones 


eat u fe 
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Porro fit 


5 Be oF _. a | oF a 
IF, f} Era a > f 3-1 Stra Au fire4 3A, (Ars fl]. 
| k—l 
Unde. quum expressiones in singula dilferenlialia pariialia ipsius # mulliplicatae 
idenlice evanescant, fit [F, f]=0. q. d. e. 


Habetur seceundo loco: 


rn ] oF ’ oF f | c F z 1 

IF, H, of Fr H, T oH, H,. A, T 0 @, HN 
oHF e . ( F -; 

er JA. + 1, . H! OA 1A, -1 9 H,]|, 


8 A 


sive quum sit: 


[,Hj=[H,H}=0, 
ee ee Aa, 


E / 
habetur 
rp OF _ oF oF oF 
IF, H A, N - — - A, er - -A, N ji vi 
og oA, OA, oA,, 


Unde eruitur functio F, quae duabus aequalionibus 
F/=0, [BUI=0 
simul salislacit, si ea indagalur ipsarum 9, A,» As. ... A,_ı functio F, quae 
identice efliciat 
oF  oF 


an 1; A A2+ +4 54 A ı- 5A, P—(. 


qua in aequalione 7 est dala ipsarum g, Ay,» As, ... A;_, functio. Ipsae 
f. H, in hac invesligatione lamquam consiantes considerari possunt, quippe 
secundum quas funelio quaesita F non dilferentiatur. Qua de re in 7 loco 
f, H, eliam earum valores conslanles a, a, ponere licel. 
Per regulas nolas habetur F, si F=Constans est integrale aequationum. 
dp :dA,:dA::...:dA,.:dA,_: 
mi De 
quod systema locum lenel unius aequalionis differentialis ordinis (%—1)" inter 
duas variabiles. Quam, si introdueitur elementum dr, eliam per hanc aequa- 
tionem A" ordinis repraesentare licet: 


d’y 


h 


vv 


4 


dt 





siquidem in expressione ipsius 7 loco ipsarum A,. As. ... A,_, ponitur 


di. 


IC 
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a k—1 
dp dp d op On a Fe . . ’ 
Ir: de?" ger, Gulus aequationis si F=Const. est integrale, invenitur 

. ’ es y a dp d’p d’ op ' 
[unctio quaesila A,. si in F loco ipsarum —-, a2. restituuntur 
| dr ’ dr’ det! 


valores A,» Ar, ... Ay_ı- In hac quaestione usui est, quod quantus sit ordo 
aequationis differentialis, cuius integrale unum inveniri debet ad determinandam 
functionem H,=F, totidem e duobus, integralibus H,—-a,,. y = Const. integralia 
nova aequationum differentialium propositarum derivare liceat. Vidimus enim. 
si #—1 iste ordo sit. haberi integralia nova, 

A =Const, A=lCons.. ... Ari >= Const.. 


quae a se et a tribus integralibus datis independentia sunt. Qua re altioris 


integralionis incommodum quodammodo compensalur. 

Patet antecedentibus, etsi integrale 9—=Const. non id sit, quod in serie 
integralium secundum methodum a me propositam successive invesligandorum 
ut integrale tertium adhiberi possit. eius integralis tamen cognitionem in- 
vestigationem tertii integralis H, = Const. plurimum adjuvare, siquidem ex- 
pressio [H,.g] non in numerum redit alium atque zero. neque in ipsarum f, 


H, functionem. 


Praecedentia applicantur ad investigandum usum trium integralium quae conservationem 
arearum concernunt ın aequationibus dynamicis secundum methodum supra propositam 
integrandıs. 

64. 

Praemissis considerationibus praecedentibus generalibus, revertor ad 
propositum; quaerimus enim usum, quem in integralione nostra pereipere liceat 


e tribus integralibus, quae principium conservalionis arearum concernunt. In 


applicationibus ad Dynamicam est f=«a aequatio, qua prineipium conservalionis 


virium vivarum continetur. Sint H,=a,. p=Const. aequationes binae e 


tribus,. quae principium arearum constituunt, sive tribus expressionibus 


dz. dy: dx. dz. dy. da 
ne u En A Mia 
Im;(y; da Fi ); m;(&; dad Ti mi(®; a I ) 
exhibitis per quantitates Qı> =» - - - Qms Pıs Par ::: Pmy Sit 
> dz; dy, 
dx. dz. 
Zm;(:; a — 5 —) w, 
dy. dx. 
de u 7) m 
Emile; da I )= Hi 
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Demonstravi supra $. 51 (2.), haberi 
[Y,v]=H, [Ww,H]l=gy [H,y]l=v. 
Hinc secundum praecepta $. antec. tradita, si statuitur [p, H,]= A, , [A , H,]=A,, 
m A=—v, A=—9g, ideoue k=2, A= F=-—g. 
Ponendum jam est: 


dp:dA, = A,ı: A: 
sive 
dp: —dy = —-y:—9, 
sive 

ydy-+ydv — VÖ. 
cuins aequationis habetur integrale: 

H, = gy+ww = Const.. 
Casu igitur proposito aequatio differentialis, cuius integrale inveniri debebat 
ad determinandam H,, tantum primum ordinem ascendebat, eratque aequationum 
differentialium propositarum warum tantum integrale novum % = Const., quod 
e dato 9 = Const. derivari poterat. Aequatio illa primi ordinis quum sine 
negotio integrata sit. habemus, si tria integralia principii arearum locum habent, 
duas functiones H,. H,. quae identice satisfaciunt aequationibus: 
(;, H)=0, [5 HB] =, [H,, H,] = 0. 

Loco H, etiam aliam quamlibet functionem ipsarum f, H,. AH. ponere licet, 
ex. gr. functionem 





H, = yHH+yy+ wu, 
quae plerumque commodiores formulas suppeditat. Invento quolibet integrali 
H;,—= Const. in serie integralium secundum methodum propositam investigan- 
dorum. supra vidimus $. 22 ordinem systemalis aequationum differentialium, 
quae integrandae restant, unitatibus duabus diminui. Hinc introducto uno in- 
tegrali 4, — Const. in locum duorum g = Const.. w = Const.. nihil nos pro- 
fecisse videri potest. quum etiam duobus integralibus qwibuscungue inventis 
aequalionum differentialium propositarum ordo duabus unitatibus diminuatur. 
Sed hoc interest diserimen. quod introducto uno integrali H,= Const. methodum 
nostram integrationum adhibere liceat. qua quolibet novo integrali H;-- Const. 
invento ordo differentiationum duabus unitatibus diminuitur. Sed melius adhuc 





methodi propositae indoles his considerationibus perspicitur. 





Demonstravi supra $.56 modo particulari. quod etiam e Iheoria pro- 





posita generali peti poterat, quoties unum integrale 


H-—- 5 4Y; = Im;r: = 
= Im; (2; -. Yan = mM;T; di 






ndh. 


at 
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locum habeat, ope huius integralis unam variabilem ®, una cum eius diffe- 


dv, u 2 x“ 
rentiali —- EX aequationibus differentialibus propositis prorsus abire, unde 


ordo differentiationum duabus unitatibus minuitur. Seilicet posito »;,— u;+o, 


ne dv, a 00 
et eliminata —- ope aequalionis praecedentis, variabilium »,. », ...o, 
du. 
— 
di 
rentialibus propositis remanent. At ne hoc, quod ea ratione lucramur, com- 


eorumque differentialium solae differentiae x;, in aequationibus diffe- 


modum rursus perdamus, necesse est, ut ad reductionem ulteriorem ordinis 
differentiationum ea tantum adhibeamus integralia, quae et ipsa variabilium 
%ı, ®as ... ©, non nisi differenlias continent. Id quod in integralibus duobus 
reliquis, quae ad principium conservalionis arearum pertinent, 

p=Const., w= Const., 


in quibus 


>> dz, hu 3 0 => - ( a3; =) dv, 

p= m;(yı—- es; 2; Fr m; | sın ©; ir We u u) 3,;7;C0S io , 
. der, dz, ud dz, dr, do; \ 

y— m 27 — Zm;| cosolN gg — 8 —) — 3,7; SINd; —- dr s°® 


locum non habet. Qua de re pro his duobus integralibus certa eorum com- 
binatio adhibenda est, in qua angulorum ©,. ©. ... », non nisi differentiae 
obveniunt. Cuiusmodi combinatio est aequatio 


pp+wy — Const.. 


Habetur enim, designante e basin logarithmorum naturalium, 
j EUER: dr. de; E dv; \ 
v+py—1 = Zm;e . ang fr 3;T; FTu . 


v—oy—1l = Zmet" iz hen -r ie pP —1.zır SD} 
r E Dec Ka iu 


sive posito 
3;— 0,0087, 1=gQ;SinT;, 
habetur: 
„ı dm; dv, 
v+yy—-i = Zme'"g Ir -V -1.cosn; sinn; hs 
dn, dv, 
vw—goy—1l = Im er oz a +11. c0S 7, Sinn: —— FT N; 


unde 
19” 
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a de 
—(v,— v1 2 il / ns dv; ) din, /—1.e s dv; 
Zm;m,e PR 0.0, Ip  Y1- eosn;sing; dt i At Fr ad I Bere . 
ipsis © et k in summa duplici praecedente tributis valoribus 1, 2, ... », si- 
quidem rursus » est numerus punctorum materialium, quorum motus deter- 
minandus proponitur. (Quam summam patet ipsarum ©, ©, ... ®,„ solas 
) ' dv dv dv, u 
differentias continere. Quae ut etiam ipsarum _* = 2 solas dif- 
ferentias contineat, facile eflicitur adiumento aequationis 
a U a are FR 
H, = —M;T; di = —Mm;d; sın 7; Zu B— Const. j 
Imaginariis eiectis, aequatio praecedens in hanec abit: 
vy+pp = 
dn. dn dv. dv 
x ' Gr 2.3 i BE + u u E Fo | 
Im; m, c0s(e; — v,) 0; Ir —— sin2n; Mu 
( i 1); 0; dt di 4 lt sin 27, dt dt 
dn,; do, dn, de, 
-Zm;m, sin (0; — v,)o?e} )4sin?n, — — —4sin?n;— -. j 
' ‚0, SIN\O; TUR )Q:OKY 2 ut d ? a WE 


quam data occasione adnolare placet formulam. 

Quum antecedentibus casu proposito pateat, in ipsa integralione aequa- 
tionum differentialium propositarum in locum duorum integralium g = Const., 
w = Const. adhibendam esse unicum gpgp-+ wı = Const., quaeritur, quinam 
usus sit integralis p = Const. sive w = Üonst., quod praeter integrale hoc 
py-+ wy = Const. habetur. Cuius is est usus, quod eius integralis beneficio 
quadraturae supersedeatur. Sint enim H,=a, = yacosP, vw= ya,sinp, 
iria integralia, quae principium conservationis arearum constituunt, designantibus 


d,. @,. > constantes arbitrarias. Inventlis omnibus aequationibus integralibus 


dr, du, de _ do, ers 
inter quantilates r;, %, 2;. 4° u’ m ınvenitur Pr ope aequalionis 
i ‚ dv, 
H, = Zm;r; ri ei 
per formulam supra traditam $.56 (1.): 
du 
a — &m.r!: — 
dv, Eu 
dt zm;r? 


E qua formula per quadraturam valor ipsius e, eruendus foret, cui tamen per 
aequationem $ = ya,cosP sive w = ya,sin/ sive aliam ex iis conflatam super- 
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sedetur. Fit enim, advocatis ipsorum 9, w expressionibus supra traditis: 


j 3) x | j dz, dr, dv, ' 
Ä in®, = Ya,cos(v,—P) = Im; | sin uln— 5; =) - 3:7; C0OSu; — 
yeose,tWwS Ya: ey It dt N? 
i ! . ( / da; dr.\ _ | dv, ' 
ie — 1 Ccos?r, = Ya,sin (v,— P) = Em; \cosu;(r:—-— z:- ) - 3.r:sinu: — 
gsın®, U } - ( P) | e\ 7 dt ar dt vr I dt ( 
, u do, du; dv 
Quarum aequationum alterutra post substitutionem valorum Ta 2 n 
( ( ( 


qui iam pro datis habentur, determinatur o, sine quadratura. 


Demonstratur, quodvis problema mechanicum, quo principia conservationis virium vivarum 
et arearum valeant, atque in quo positio systematis a tribus tantum quantitatibus 
pendeat, ad quadraturas revocari. 


69. 

Considerationibus praecedentibus aestimari potest. quae methodo pro- 
posita lucramur, si in problemate mechanico praeler princeipium conservationis 
virium vivarum tria integralia locum habent,. quae prineipium conservationis 
arearum concernunt. Systematis aequationum differentialium propositi 


ie A A dt. de 
een ee 
a - u Frohe ah = 


est ordo 2m —1, qui per integrale f—= «a revocatur ad ordinem 2m — 2, ac per 


tria integralia principii arearum H, = «a,. 9 = ya,cosP, w= ya,sin’, ad or- 
dinem 2m —5. Nam licet iam per duo integralia f=a, H, = a, aequaliones 
propositae ad ordinem 2m —4 revocentur, ponendo 2; = »,+u; et eliminando 
differentiale = „ ipsa vo, ex aequationibus differentialibus sponte abeunte, ad- 
notavi tamen, ne ipsa V, in aequationes dilferentiales redeat, loco integralium 
y=ya,cosP, w=ya,sin’ unicum tanlum gg-yy=a, adhiberi posse, ideoque 
tantum unitate ordo 2m —4 adhue diminuetur. Al methodo nostra. qua inte- 
grale quodlibet datis consideralionibus satisfaciens ordinem differenlialionum 
unitatibus duabus diminuit. fit ut duobus integralibus H, = a,. H, = a, adhibitis, 
quippe pro quibus identice habetur 
mn - fu I, 

ordo Qm-—-2 revocetur ad ordinem 2m —6. KFluit igitur casu speciali. quo 
m = 3, e methodo tradita propositio memorabilis: 

Quodlibet problema mechanicum, pro quo principia conservationis virtum 

vivarum et arearum locum habent, et in quo positio geometrica systematis 


trıbus quantitatibus determinatur, ad quadraturas revocari potest. 








150 €. 6. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. 


































Propositio praecedens paullum a gravitate sua eo amittit, quod, ni vehementer 
fallor. nullum extat problema mechanicum, pro quo dieta principia generalia 
locum habeant, et in quo positio systemalis a tribus quantitatibus pendeat, 
praeter duo illa motus puncti versus centrum fixum attracti et rotationis cor- 
poris solidi nullis viribus sollieitati circa punctum eius fixum. Horum autem 
problematum solutio completa iam ex longo temporis intervallo inter Analystas 
constat. At posterioris certe problematis reductio ad quadraturas extolli solet 
ut pulcherrimus gloriae titulus, quem adepti sint Analystae decimi octavi saeculi, 
qui tamen aequationum differentialium integrationem perbene calluerunt. E: 
postea magnas laudes iustamque admirationem meruit ill. Lagrange, qui istam 
ad quadraturas problematis reductionem vel sine advocatis axium principalium 
corporum proprietatibus, quibus Ewleri analysis nitebatur, suscipere ausus fuerit; 
id quod pro splendida ac paene luxuriante artis manifestatione habeatur. Qua 
de re fortasse non displicebit Analystis, quod hic non tantum sine auxilio 
proprietatum axium principalium, sed adeo sine certa variabilium electione - 

quid? quod sine formatione aequationum differentialium problemati illi parti- 
cularium, reductio ad quadraturas efficiatur, nulla re in subsidium vocata, nisi 
quod in problemate assignato principia generalia mechanica valeant. 

Operae pretium videtur, simultaneam duorum problematum mechanicorum, 
de quibus dixi, reductionem ad quadraturas, secundum methodum traditam ge- 
neralem efficiendam, accuratius exponere. Si motus propositi perturbantur, 
eadem analysis sine ulteriore calculo differentialia elementorum perturbatorum 


suppeditat ($. 52). 





Solutio simultanea problematis de motu puncti versus centrum ficum attracti atque pro- 
blematis de rotatione corporis solidi nullis viribus sollicitati circa punctum ficum, una 
cum expressionibus differentialibus elementorum perturbatorum utriusque problematıs. 


66. 


Eligatur modus quicunque, in altero problemate positionem puncti in 
spatio, in altero positionem corporis solidi circa punctum eius fixum deter- 


minandi, quod fit in utroque per quantitates tres, quas voco 9, 9, 9. Sit 
4 _ 7, M:_, 9%, - 
HI u TR u 1, ac expressa semisumma virium vivarım T 
per 91» > 9 91 95 9, Sit 
oT oT oT 
ee 


—- — 
3 





Ponamus, #=a esse aequationem principium conservationis virium vivarum 





hi. 
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constituentem, atque H,=a,. 9=a,, y=a, esse Ires aequaliones, quae 
prineipium conservationis arearum repraesentant respectu trium planorum inter 
se orthogonalium, in altero problemate per centrum attractionis. in altero per 
punctum fixum corporis ductorum. 

Quantitates a, a,. a,. a,. sunt constantes arbitrariae. quae ipsas functiones 
H, H,. y, w non afficiunt. Expressis H, H,. H, = yHH, +yy+ ww per 
quanlitates g,, 92» 955 Pı, Pr» Ps, Alque ex aequationibus 

W= nei Mm, 


, 





in quibus a, = ya,a,+a,a, t.a/ a determinatis quantitatibus p,, p,. p, per 
dı: 9, G. est pıdgı +prdg, +p;dg;, differentiale completum, positoque 

/ip dq, + p2dgq>+p;dg; | V, 
ac designantibus a, a,. a,. 5b, b,. b, constanles arbitrarias, evadunt e &$. 33., 


34. aequationes: 
— na, =, 








- 4, 
Pr d + L Op; _4ı 














oV 

ca 1 

oV \ © e u op, | 2 
da, F od + 2a, dg, + du, Is = bi, 
oV |< &n. ‚OP; op, | 
ee Er ar en ar ee Fr 


integralia completa utriusque problematis propositi. eruntque tres aequationes 
postremae aequationes finitae problematum. 
Si motus propositi perturbantur atque in problematibus perturbatis aequatio 
concernens prineipium conservationis virium vivarum fit 
H-+2 — Const., 


sunt e $. 52. differentialia elementorum perlurbatorum data per formulas: 





da 082 da, os da, ( Li 
di 65’ dt ob, 2 di ob, ? 
db 082 db, of db, o82 
di da ? dt da, de ca, 


lam olim ill. Poisson in Commentatione praeclara Actis Academiae Parisiensis 
anni 1816 inserta expressiones dilferentiales elementorum perturbatorum pro 
utroque problemate communi analysi investigari posse demonstravit. Sed ipsa 
problemata duo imperturbata eadem analysi hie primum. quantum credo, am- 


plexus sum. 
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lam certa variabilium electione facta formulas inventas pro altero 
problemate seorsim evolvam. 


De motu punch versus centrum fixum attracti secundum legem Neutonianam ; formulae 
differentiales elementorum perturbatorum. 


67. 


Sint gcosn, Esinncoso, osinnsinv coordinatae orthogonales puncti 
do ‚ do 


altracti, spectato centro fixo ut initio coordinatarum; posito 7 m Der ea 
dn ; | ’ ' i Es ’ ’ 
yp 7 , massaque corporis = 1. fit, designante <° vim attractivam pro unitate 
distantiae: 


| 2 f 2 0 ) x” 
\# tige ten teisinn. de} -— = a 


1.) (H,=e'sin’n.v' = a,. 
m -H,H+yp+wyP = En +sin’n vv Y—= a. 
Quae notae sunt formulae et facillime probantur. Quantitates 0, 7, ® hic sunt 
eaedem. quas $. antec. per gı,» 9, g; denotavi. Fit porro 





T = 40 eo +07 +o’sin’n.e'v'}, 
unde 
"En . zer: « 
de’ = 0, Inf = nm=eon, ar = d, =—eESNnN.v. 


Quantitates 0, 7,. ©, hie eaedem sunt atque $. antec. per p,. pr, p, denotatae. 
Eliminata ©’, fit e (1.): 


2 


a- ra 0 +o’nn - u 
Br — = —. u le en Tr 
u” z,Ppt re7% o’sin’n ) 
b) ada,a 
A; en" +—Zz- 
sin’n 
unde 
3 a? y% 
el 
0 0 
9\ ( r 1 aa 4 
2.) nei = 3 se} i 
| (7 
v = piinn.e = m. 


His substitutis valoribus fit 


\ V = / \odo+mdı +2,de | 


Zu “ 9%, a a 4% 
- / 12(a+ 7 0° ( de+/ || dn-+a,v. 


(3) 








ach. 


TO 


e 
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Hic non tanlum palel, quod generaliter probavimus,. expressionem 

pıdqı + pedq; - 
differentiale exactum esse, sed ea. qua usi sumus, variabilium eleetione id 
effeetum esse videmus. ut in expressione illa dilferentiali adeo variabiles se- 


paratae sint. Idem evenit pro lege aitraclionis quacunque, quae si exprimitur 


> . of(o) : u 
per funelionem nn: lanlum opus esi. ul in expressione ipsius } anle- 


“ 


cedente loco ipsius ponatur f(o). 


0 
Ex aequalione (3.) Nuunt secundum praecepta $. anlec. Iradita integralia 


finita problemalis: 


oV % do 
ie en _ 
u r 2 
od R 12(a % ) «d/ N 
N 0 u”; 
„e oV a dn 
Q.) b, ’ > —: VÖ. 
od, a a, BE 
u n’n) di 
oV s dn R | do 
b., b, | a; TE — 
od, h e u (n/ 2 a’ O 
z @ d - 7 & | (I } “ 
! sıil 7 t N 0 / i) ) 


Fit primum 


. (% dn nn da l ! d; 
(7.) — A =f iu. Arceos( x :c08n). 
} 22 d 2 ’ Iq?- 3 z 2 05 r d, dt, \ 
FE 


l Berg = N‘ r 4 


17 - 
Siı 3 
il f 


porro e (9.) habetur: 


. Bi 
‚oO \ daclo? / (dt, 
(D.) © -b, ers _ Arc cosı u — zz. cign) 
ıa, a, a,ctg'n, ra «, 
unde 
j a — a” 
(9, eig? | —— +: C08S \t b, 
| 0; 
Deinde erit: 
10 \ » (A, do » d- do ” 
| s _— A - — ——. . 
1 : 12( ——) d, 4 0 Sr N f d, \4 0 
® u - — — . ie “Ad, % 
! “ 0 0 \ ! . \ 0 ) \ 
siquidem satuitur 
2 ; 
A, . + % . 
(11.) — .— 4% = yx*'+2aa;z.cosu. 
ö oO 
% 


Substitutis (7.) et (10.). aequatio (6.) in hane abit: 


_ .cosn) u, 
a 


nn 


i / Ad 
(12. b» = Arccos(| -; 
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unde 


13. ja 
ar. > 


.cos(u-+b,), 


Denique habetur e (4., 


f? [ o Bar <= 
Ib / | ode / } 2a.odo Ex 





Y2ao’ + R2xo — u, [#’ + 2aa} — 2a +) 
sive posito 
(14. z<+R2ao = yx' -2aa}.cosE. 
fit 
u ee FI 
y— ?a- (— Ra)? 2a)? 


Ui aequaliones invenlae induant formam simplieiorem. pro eonstantibus ar- 
hitrarıis adhibilis altas introdueam. Sit 


da? g? Im? 
D 2aa? % 2a)? 2 
(16. I+—=e u=--, u=—— = —, 
j 7 ZA | % Ä? 
liunt (14.), (11.), (15.): 
on A f} y A E- ee . / v . y 
(1%. o—= All—e.cosE), ——=1I-+e.cosu, u(t+b) = E-e.sinE. 
0 ö 
. . Dez ; d, 
E quibus aequationibus patel, quantitates E, «, ult-+-b). A, e, —b, —- esse 
z 


anomaliam excentlricam. anomaliam‘ veram. anomaliam mediam. semiaxrem 
maiorem. erceenrtlrieitalem. fempus perihelit, radiecem guadraticam semiparamelrt. 


Ponamus porro: 


2 > 
a? — 7 
IS. y— —tgi, unde — = cosi, 
| a a, 
ht e (9 
19. eosicosn = sinisinncos(te— by). 


quae docel aequalio orbitam puneli altracti esse planam alque desienare ü 


incelinationem orbitae alque b, longitndinem nodi ascendentis orbilae ideoque 
’ dl , er r ö s Rn ; 
er aequale radiet quadraticae semiparametri multiplicalae per cosinum 
Pr i 
inelinationts orbitee. Unde iam quinque eonslanles arbilrariae a, a,, &. b, b, 
sieniliealionem veomelricam invenerun!l.  Reslat aequalio (13.) quae e (18. 
in hanc abit: 


f 
s . . 4 . . . / gT 
20. cosn —= sinicos (u + b; sind. sin + 1 b.): 


Au 


Haee formula docet. esse 5 b, distantiam perihelii a nodo ascendente. 





= m 


0.6. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. 155 


E theoremate $. 66 proposito fiunt differentialia elementorum pertur- 


hatorum: 


da os2 da 082 da oe 
di ( I dt ( h z ‚!t fi h 
dh ( Le db, ( “2 db ke 
di oa di oa? 1 d 


quibus in formulis est 


> -«- semiaXis MalorT. 
“ ” 
dl, ke; er ; Zn Hide i 
... padix quadratica semiparamein mullipiicata per cosınum inehnationis. 
% i 
(d, . 7 j: A Rdn 
—:_ ... radix qwuadratica semiparameliri. 
% 


b_ +++ lempus perihelit. 


® » 1 * 
b, +++ longitudo nodi ascendentlis. 


I 


2, 


b; +++ distantia perihelii a nodo ascendente. 


En 8 mrtrın Innlathın , acılalınran arh: ' { i 
Desionanle our. Ui nolalıonem tstalıorem diiseam. A »clilaXem MAalorem. 


h radicem quadralicam semiparameiri, “ inclinalionem, © iempus perihelii, 


2 . » ”. “ » rl; nd f dı “7 1 2 ‘“. .h 1, : N 3 F 1 
$ loneitudinem noaı asecendenlis. © daıslanlıaam cıus a nerihelio. liunt formulae 
differentiales elementorum perlurbalorum: 

dA 08 | 2 

®. 2A ZA 

\ ct OT { 1 

} 

31 I@ oR dh “2 

% a oh ’ 1 0 

| 15’ ol l.keosı 2 

2.77 4 
dl! ( / a4 «ti 

„ . n [1 er F) .gn ER i x 1°] . i . .. 
quae formulae aequivaien! aequaiionibus differenlialibus sequenlibus. il quıbus 


= yaer+yy4+22: 


d’a PR; o82 
dt M) ern 
d’y 7 Y 02 
)) R 
el dt 0° f Y 
N R 2 
f d’z “2 2 
dr’ 0 I 


in quibus 42 data est funetio ipsarum x, y, 3, f, vel adeo aequationibus dil- 


ferentialibus eeneralioribus sequentibus: 
20 * 
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dx ER; dx! “x 08 
—— BB ren, — Zi ee — ” 
\ di 0a di 0° OX 
n gr o. 
u ee nn, 
du; \ d dE  ; dt 0° oy 
| dz ‚, 08 dz’ "2 082 
"a er - op’ 03 ' 
. . » . . ' 16 N 1 
in quibus $2 est data funetio ipsarum £, x, y. z, x', y, #. Per varias me- 


Ihodos supra traditas ex elementorum canonicorum systemate proposito innumera 
alia facillime derivantur. 
Si placet,. quod in caleulis commodius est, in locum temporis periheli 


ut elementum introducere epocham seu valorem anomaliae mediae pro T=V, 


e=—utr=ub, 
lacile dedueitur e (21.): 
de 6 1 os dA 1 ( N 
E — BR . — u. 
dt oA dt OC 


veliquis Tormulis (21.) immutalis manentlibus. 


Quaeramus adhuc ipsius funetionis ) expressionem finitam. Fit 


I2( | n ad: ze sın E 
2|a+—)-—| = — = 
0 0’ ) yA 1-—ecosE 








do = AesinEdE, 
unde 
a Mi 2 a?): ‘sm’ EdE 
/12(a- ) 2 do : ze yAl 
\ 0o/ 0 j  1-ecosE 
ER ife _EN] 
zyAjE-+esinE—2yl e Arctg(- —ig- N 
le 2 
Kit porro, posilo m =zh=zyA(l—e‘). 
wu a? !: cos’i 
/ PETER. | Mm = zu f 11 2 ( dr, 
(? sin’y i sın% 
cos? . / . 
zh Are cos( \ zheosi Arccos (eleicten). 
‚ sım1 £ 
Unde 
\ a a 1-e E‘ C0s9 
zyA EtesinE 2y1 -e’ Arctg(- Io >-)\ + zcr Arccos( - 2) 
{ YI—e 2 sine 


-zheoseie— Arccos(eigtelgn)} 
In differentianda hac expressione seeundum eonslantes arbilrarias A, e, i, quae 


in locum ipsarum-«a, «,. a, introduci possunt, adhibendae sunt aequaliones: 


y * y oE 
0 — 1-ecosE-+AesnE —.. 
oA 
- } ni E 
(0 wo —- em —. 
ve 





oE 


19% 


V 
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Integrationes antecedentibus factae sunt respective inde a limilibus o = Ale). 
n = ; —i. Quorum !imitum in differenlianda V seeundum eonstantes arbitrarias 
respeelum non habuimus. Seilieet quia in expressione V termini sub sieno 
integrationis pro limitibus illis evanescunt, unde facile palet, terminos e limitum 


varialione prodeuntes evanescere ideoque negligi posse. 


De melhodo proposita in varia problemata applicanda, ae praesertim in problemata 
sopertmetrica. 
68. 

Methodus generalis etiam facillime applicatur probiemati celeberrimo 
de puncto versus duo puncla fixa. quorum dalae sunt massae, secundum legem 
Neutonianam altraclo. In euius solutione oceupatus invenerat Eulerus praeter 
integralia duo a prineipiis conservalionis virium vivarım et arearum suppeditata 
integrale terlium, quo problema ad aequalionem differentialem primi ordinis 
inter duas variabiles revocabatur. At summo viri egregii acumine el intrepido 
animo indigebat, ut per varia lenlamina aequalionis differentialis eomplicalis- 
simae reductio ad quadraturas succederet. Nostra melhodo per regulam ge- 
neralem absque omni caleulo instituendo aequatio differenlialis revocari poluissel 
ad quadraturas. Determinatis enim e tribus illis integralibus x’, y', 2 per 
7, y, z el tres conslanltes arbilrarias a, a@,. a,., quas prineipla conservalionis 
virium vivarım ei arearum et inteorale ab Eulero inventum involvuntl, erun! 


aequaliones res: 


(or oy' O2' ) 
/ de dy+—de( = t+b, 


er d Od od 

( er!" ( Tu 02 ) 

i— de + —— dy + — dz du 
\ oa, O8, " od, 


u; zz! Oy' } z' ' 
/\ u En dy-; dz b.. 
. \ od, od a od, 


in quibus expressiones sub sienis integralionum dilferentialia exacla sunl, 
problemalis propositi aequationes finitae. Nee non eliam huius problematis 
sine ullo ealeulo per proposiliones noslras oenerales habentur formulae per- 
lurbaloriae. 

Quoties in problemate mechanico. in quo prineipium eonservalionis 
virium vivarım  valet. posilio systemalis duabus quantitalibus a se inde- 
pendentibus g,. g, determinatur quod ex. gr. evenit, puncto supra datam 


Ssuperfieiem in linea brevissima molo nova melhodo integrandi aequaliones 











158 €. @G. J. Jacobi, nora methodus aequat. different. partiales primi ordimis integrandi 


differentiales partiales primi ordinis non egebat. sed sullicit Lagrangiana, quae 


de tribus variabilibus pro perfecta haberi potest. Problemata eiusmodi penden! 
ab inlegralione aequalionis dilferenlialis seeundi ordinis inter duas variabiles. 


quae, si praeler dietum prineipium alterum innoltesecit iniegrale 


fi (gı. g:. Pı- Ds 61, 
revocalur ad ordinem primum. Sed secundum melhodum nostram generaiem 
vel eliam seeundum ipsam melhodum Lagrangianam inlegrandi aequaliones 
differenliales parliales primi ordinis inter Ires varinbiles, haee aequatio dif- 
ferentialis primi ordinis inter duas variabiles semper ad quadraturas revocani 
potest. Sit enim f= a aequalio pro viribkus vivis, eruanlur ipsarum p,. p: 
valores ex aequalionibus f= a, fi = a,, determinabit aequatio 

"\o op ' | 

Sn dt za dr = b 

posil Ionem S\ stematis. SIVe pro punclo sineulo. in data superficie moio. elus 
orbitam, alque altera aequalio 
ri » An 


das; b 


j ! f /4 J /! 
« U oO 


7 x i e 1 . Che ae Du PR WNERSENG, ai er 7 . sp 
pPOSIEONLS IEMPUS. In nunc casıum. gu sanıwımı integrTauonem acqualionis dli- 
ferentialis parlialis primt ordinis inter variabiies fres requirii, in qua una 


D 
I 


RE PR A ( En ancıls annnr aAhlvanii re ce 
varıabimım. TIunelio quaesıla. ıpsa No OLVENI, xempia praecedentıbus allezala 


-a 


redeunt. Nam introducendo coordinalas polares per inlegrale a prineipio conser- 


valionis arearım pelilum unam variabilem simul atque differentiale partiale secun- 


1* 


dum eam sumlum ex aequalione dillerentiali partiali eliminare Ticel. unde ires 
variabiles independentes ad duas revocanlur alque aequatio dilferenlialis partialis. 
aculus inlegralione problema pendel, ad aliam iam apud ill. Zagrange traclalam. 

Nolum est, aequaliones differentiales vulgares Zineares secundi ordinis 
inter duas variabiles ila comparalas esse. ul post alterum integrale inventum 
alterum lanlum a quadraluris pendeal. Problemata mechanica videmus ducere 
ad alias aequaliones dilferenliales vulgares secundi ordinis inter duas variabiles 
ita comparalas. ul post allerum integrale inventum alterum a solis quadraturis 
pendeal, el quae neutiquam sunt lineares. 

Cuiusmodi ex. gr. est aequalio dilferentialis nolissima. quae lineam bre- 
vissimam in dala superlicie concernit. quippe quam deseribit punetum in super- 
Iicie data moveri coaclum el a viribus nullis acceleratrieibus soliicitatum; unde 
habetur propositio: 
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aequalionis differentialis secundi ordinis, «a qua linea brevissima pendet, 
si inlegrale unum invenlum est. lineae determinatio ad solas guadraturas 
revocaltur. 
Cuius propositionis exempla suggerunt lineae brevissimae in superlieiebus 
rolundis,. conieis, eylindrieis, in quibus integrale unum sponte se ollert. Aec 
eeneralius, quod diximus, valebit de aequationibus differentialibus secundi or- 


dinis. a quibus pendent problemata, integralia huiusmodi 


1 F dy T 
x, y,. — )dr 
/s( Y «‘r y4 
mazxima vel minima veddere. Facile aulem palei e supra traditis. exhibendo 


probiemala mechaniea hie traetatla sub forma 


8 THU) = 0, 


nethodum propositam omnibus problematibus isoperimelrieis adhiberi posse, in 


quibus expressio sub sieno inlegralionis quemlibet funetionum ineoenitarum 


Pr 
numerum earumgque differentialia prima involval. Posilo enim 4 T si 
proponitur aequalio: 

fa Me Fe R ET v0. 
penatur | 
H= au tert mar —P: 
I} g, og 
atque eliminenlur ex hac expressione ipsae 1. 9» -»: Q. per aequaliones 
. Pı= 5 P:- ke ae _ P, 
og, og, og, 


Quo faclo pendebit problema. quod fTacile e regulis notis ealeuli variationum 
comprobalur, alque ex ipsa analvysi elucel. quam apud ill. Hamilton invenis. 
ab imleeralione complela sysiemalis aequalionum dilferenlialium vulearium se- 


quenlium: 


ce cH da, cH da, >H 
fı z 12 | 

et op, ’ et op, ft op 

dp cH dp, oH dp coH 
ct c q, di oQ, } nl dt OGn 


. . Ini ra ! M pi » 2 ı » 5 > v - 
uam inlegralionem complelam demonstravi oblineri per integralionem com- 
pletam aequationis differentialis parlialis 

oV 


— H v0, 
ot 








160 0.6. J. Jacobt, nova melhodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandı, 


in qua ponendum esl 


oJ} oV oV 


P: i FR P, 


Cd ( (/ 
Yı 12 Om 


Pı 


liace autem inlegralio per melthodum novam hie proposilam absolvitur. 


Kliam eeneraliorem easum problemalum isoperimelricorum .. quo exX- 
pressio sub sieno integralionis praelter differenlialia prima funetionum ineogni- 


Iarum dilferenlialia alliora ordinis euiuslibet invoivit. eonlineit ad inteeralionem 


aequalionis Iifferentialis partialis primi ordinis revocare.  Quae aequalione: 
dilferentiales parlinies omnes eo commodo gaudent. quod funetionem quaesitam 
sive variabiiem dependentem ipsam non imvolvunt.  Sunt tamen problemata 
isoperimelrica. quac ad aequaliones differentiales parliales conducant ipsam 
eliam variabilem dependentem invoiventes, ea dico, in quibus expressio. euius 
varialionem evanescenlem reddi oporlel. non immediate ul integrale proponilur. 
| 
praelerea [uneliones ineognilas earumque dilferentialia involvit. Quin adeo. 


sed et ipsa ab integralione aequationis differentlialis primi ordinis pendet. quae 


si expressio. euius varialionem evanesceniem reddere proponilur, per aequa- 
tionem differentialem euiuslibet ordinis dalur. yuae eliam juncliones incognitas 
earumque Jifferentialla involval. quaestionem ad iniegralionem aequationis dil- 
ierentialis parlialis primi ordinis revocare conligit. Unde et illis quaestionibus 
valde generalibus methodos nostras applicare licet. 

Duaestiones Isopermmelrieas,. quae ad aequaliones diltferenliales parliaies 
primi ordinis revocari possunt. antecedentibus eas esse supposuimus. in quibus 
f unctiones unius rariabilis seu ceurrae indapantur proprietali maximi minimive 
satislacientes. Quaenam analoga extent circa problemata isoperimetrica. in 
quibus funeliones duarum variabilium seu superlicies quaeruntur,. integralk 
duplex propositum maximum minimumve reddentes, felicioribus conatibus re- 


linquo investiganda. 


De relationibus stm pticeıssums, QULOUS diffe renhaitda par thalıa varıabılıum secundum element«a 
ınonica sumta differ kalibus elemento EEE ariabiles s ie rpl ler 
ECURONICa SUmtd( jerentiuaiious eiementorum secundum varıabıes sumtiıs vel nude rei 

mulato sıyno sınyula sınqulis (le puparantu i 


69. 

Systema elemeniorum, quae allieiunt soluliones problematum mechani- 

corum secundum methodum a me propositam inventas, praeterea quod for- 
mulas perturbatorias simplieissimas suppeditani. aliis adhuc gravissimis pro- 


prielalibus gaudent. Quas sequentibus exponam. 
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Sit V funetio quantitatum 


Iı= Ti» Ims dı» d,. Ans I. la. 7 
ac ponamus 
us or oV 
| hr. = et 
m og, Pi 0g, P:: Om Pr 
a TE eV or 
(2 ) =.7 — Bi. ee 5. Sr n 2. b, >) 
oa, "00, Olm 
un a Mer 
/ \ oı r ol cl 
En + SE, TER AAEE — =T 
\ 5 ot, ‘ C t, . ot, I. 
Ex aequationibus (1.) et (2.) sint g,. q. In» Pı» Pr» ».. P. eXpressae 
per dı, dy. Uns bi. b>. . W; I. b;, PIE , ac vice versa (4. d,. ’ Ans 
bi, In, - - - O_ EXpressae Per Yu, Gas + - Aus Pıs Pay - + Pas bis ar... t,. Quae 


es, 


sunt expression 


bi. b;. 


gq;, p: per a;, b;, #; ila expressas esse, ut (1. 


suppositionem primam; suppositionem, quanlitates a;, b; per q,, pi, I 


b„ secundum g;, p;: 


. pP. Ssecundum a;, b;, t; vel vice versa quantitates a,. a. 


t; dilferenliantur. 
\ 


J “ 


quas in sequentibus subintelligam, si quantitates q,. 9. -.. q,. 


da 


m * 


Suppositionem. quantitates 


(2.) identicae evadant, vocabo 


ita ex- 


j 


pressas esse, ut (1.), (2.) identicae evadant, vocabo suppositionem secundam. 


Suppositione prima facta, differentiemus aequationes 




















oV 
— =b, 
oa, 
A 
secundum a;, b;, t;, prodit: 
(4) o’V OF Bu. Om ji Ogmm 0 
\ 0a,04; ca,0q, 0a, 0a,0g, 04; 0a, Cgm 0a, 
E o’V og, o’V 09, o’V Om ob, 
2 ° re. Fe; u ee. see. u WE FE re TE VESGEEEEEE. une en a 
ca,oq, ob, ' ca,oq, ob; O4, Ogm Ob, ob, 
(6 o’V o’V oq, o’V og, o’V OGm 0 
k . E:  , En eg = N u | = _ u, ur tale Zul  % Es N un ) . 
oa,ct, ca,oq, ot, ca,0qg, ot, CA,0gm Ot; 
Suppositione secunda facta differentiemus aequationes 
oV 
rn 
og, 
seecundum 9;, px, t;, prodit: 
7.) FEIERN, ARE o’V oa, 0 
\ . Fo a) = Y nen. nr = 35 Mn en Zn „ a nn, iz en 7 - “ 
0g, O G;: © 9; oa, © g;. og, ® d, ® ’R ® q; ® Um ( G; 
(8, oT: od, MV da, o’V da op; 
) ee Be en re er 
0,04, Op, 0q,0a, OP, 0q,C4m OP; Op; 
(9 ) o’V f] o’V ca, f o’V od, o’V Od, () 
Mi er Re ne Tr 7 Ä 
oq,6t, oq,0a, ot, cq,oca, ot, 0Q, 04m ot, 
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In his formulis indieibus i. ©. k. 4 tribui possunl valores 1.2. ... m. exceplo casu, 


quo, Ö ipsam Z affieiunt. quo casu iis valores 1.2, ... « conveniunt. Expressiones 


ob cp, 


\ . 


—. - sunttau =0O, sik,. A abi. i 
cd Op. 
Multiplicentur aequationes (4.). (D.). (6.) per 


od; ( (l; ud, 


4 . Lu 


og, op; at, 


diversi sunt. aut =1. si ki, I1=/". 


ac post multiplicationes factas institualur summatio secundum indicem A, hoc 


est, ponalur suceessive 1. 2, ... m loco ipsius % el expressiones, quae inde 


prodeunt, addantur. Quo facto per (7). (S.). (9.) naneiseimur e (4.): 





c’V C dl, oO” r C d, Go” r cd, 
ca, ca, 0g,  C0a,0a, ©q, 0a„ca. 0g,, 
2 s ‘ > ‘ ‘ 
(10.) | "Ai Bu ; 
co} og, ec, 0g, c’} OQm 
cq,0q, ca.  0q,0q, cu; gm q,. ca, 
co YV ca oV ca, c’V Can gu 
| 1 ri a aM N 2. Bine - . ..— — — om u - ee — - 
a ca, ca. cp,  ca,cd. cp. ca„ca; CP, ca; 
} cd o’V Cd, co’) Ol; 
\ ca, ca. ct ca,ca, ct, Oa„ca. Ol,., 
12 | 
c’I cq c’} eg eo» O Gm 
coq, .., Od; ( q, ot. cd ( Im et ( d; 
e (9. 
13% ca, oV cu. oV 0q eV cg 
I. Zn _ — — — --— = 
04; cq,cq, cb, 0q,09, cb Ogm©g, ch 
14 ca. cq., 
> CP. | ( b. . 
15.\ ed; ch og, c + 00, , ce YV OQm 
>, in ee = . een ee ti Dich ch 
ol. eq,ct., ch. oq,ct, cb Cquct., ch 
e 6 
o’V oa, oV oa, IH. 
\ca,ct cq ca,ct. cq CAa„ct; 0qg, 
16 . 
| ( } eu c*} ©g, ( } Cm 
} we u. 7 ; . 
{ cQ et q og; f n q „ Ü { t 
n cqü Ge" r a ( } CH eg. 
x ca, ct Op ca,ct CD cd al; Ca er 8 u 
"y ( ce’ cd, oc Cl 
| \« al ol, ( a,ct. Cl,, ca_ ct, ct, 
IS. wo 
| EV 6 EV € EV og 
C J ( at ( „et ct Ci ct ci 
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Si utrique parli aequalionum (10.), (12.). (16.). (18.) respective additur: 
Yy o’V o’V o’V 
oq,0a; ' ot.,0a, 7 MIO: ER 
F { [4 B 4 
aequaliones inventae (10.) 15.) sie exhiberi possunt: 
2 ob, op, 
10.* — = —; 
og, ca; 
f MN ob. og, 
ER,” — = ou, 
i : op. oa, 
9% ob, oT, 
‘ ”“ 
\ us ot., ca: 
14 14 
En ca, Op; 
(13. *) = ra 
og, © I; 
44.9 ern . De 
| 23 cp, ob 
4505 oa oT, 
=. - nk, 
. at. ob 
2 l 
er OT. Op., 
(16. *) I a 
og, ot. 
m % oT, 0q,, 
BT - _ 3 
cp; ot. 
oT, oT, 
18. *) —= —' 
J ot., ol 
1 14 


Ut aequationes novem praecedentes. quae sunt gravia el eleganlia theoremata, 
recte intelligantur. teneri oportet, expressiones ad laevam omnes referri ad 
suppositionem secundam. qua considerantur 2m quantitates a; et b, ut funetiones 
Ipsarum dı5 Gas - =» ms Pıs Pas === Ps bis bir... £, aequationibus (1.) et 
(2.) identice satisfacientes atque illi ipsarum a; et b; valores in expressionibus T 
substituti supponuntur, antequam secundum #, differenliantur: contra expressio- 
nes ad dextram omnes ad suppositionem primam perlinent. qua considerantur 
2m quantitates g; el p; ut functiones ipsarum @,, Ans ».. Ay, Dir Dar 2... Du; 
u 
Ipsarum q; et p; valores in expressionibus 7; substituti supponuntur, antequam 


aequationibus (1.) et (2.) identice satisfacientes. alque illi 


4 


secundum £ differenlianiur. 


21 % 


Fu 











164 C.G. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordints integrandi. 


70. 

Aequationes integrales systematis aequalionum differentialium vulgarium 
proposili sub duabus maxime formis considerantur;: exprimunlur enim aut in- 
cognitlae omnes per unam ex earum numero (ex. gr. tempus in quaestionibus 
mechanieis) atque constantes arbitrarias. quas integratio completa secum fert, 
aut exprimuntur constantes arbitrariae per incognilas. Qua in re incognitas 
etiam dieimus earum dilferentialia, quae inferioris ordinis sunt alque summi, ad 
guem in aequalionibus differentialibus proposilis ascendunt. Aequaliones poste- 
rioris formae ita comparatae sunt. ut semel dilferenliando constantes omnes 
arbitrariae sponte abeant. ideoque aequationibus differentialibus. quae inde pro- 
veniunt. per ipsas aequaliones differentiales propositas sponte. salisfiat, cuius- 
modi aequaliones integrales prae ceteris vocavi integralia aequationum dif- 
ferentialium propositarum. Aequationes integrales. quae molum ellipticum con- 
cernunt puneli secundum legem Neutonianam ad punctum fixum altracti,. saepius 
sub utraque forma propositae sunt, variosque ad usus indagatae sunt quolientes 
dilferentiales partiales provenientes, si in altera forma incognilae secundum sin- 
vulas constantes arbitrarias, sive in altera funcliones constantibus arbitrariis 
aequivalentes secundum singulas incognitas differenliantur. Qua de re memoratu 
dignum mihi videlur, quod e formulis praecedentibus patet, proposito systemate 


aequalionum differentialium vulgarium, quaie in mechanieis integrandum est: 





ME u. dqm _ CH 
dt op, ’ dt u op, u Ey dt & OPim ö 
dp, _ cH dp, cH dpn _ _  oH 
dt 0q’ a "an ev Ve 


st eligatur eonstantium arbitrarium sive elementorum systema canonicum , fore 
«Et quolientes differentiales incognitarum secundum elementa aut elementorum 
secundum incognitas singulae singulis aequales ecadant aut solo signo inter se 
differant. 
Sit enim in formulis praecedentibus «=1, sive una tantum adsit quan- 
titatum A, by... #,, quam vocabo f. Ponendo in expressione 
oV ’ 
En 
loco a). @, ... a, earum valores per gı> as :-. ms Pıs Ps >: - Ps E eX- 
pressos, quales oblinetur ex m aequationibus 
oV oV oV 
= Dı. — = Ds 





” Pas 


og, q; On 
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abeat T in —H, ideo ut sit — 1 expressio ipsius T in suppositione secunda. 
Unde erit Y integrale aequationis differentialis partialis 


\ oV . 
(1.) +H=0, 
ot 
quod integrale conlinebit m constanles arbitrarias a@,, @;. ... a,. Consideremus 
in aequationibus 
oOV p oV 3V 
2.) ) ; » Re m ! 
O Pe öV 
nn Di, Br I : wre N lb . 
oa, Od, z fi (A, m 
e quibus sequebantur aequationes g. antee. (10. *) 18.9. insas ou 
bi» Dr. ... db, ut constanles, unde ex aequationibus illis fiunt q,, 93» - -- Qu: 


Pıs Pas - + Pr solius £ funetiones. Ac seribendo —// loco T; in parte laeva 
aequationum (16. ”\, (17.*) $. antee. obtinemus 2m aequaliones differentiales. 
quibus aequationes (2.) salislaciunt: 


oH dp. om _ da, 


2 \ en a 
= og, dt op; dt 
quibus in formulis indiei © valores 1. 2, ... m tribuendi sunt. Aequationes 
vero (10.*) — (15.*) suppeditant theorema proposilum. videlicet: differentialia 


partialia variabilium secundum elementa differentialibus partialibus elementorum 
secundum variabiles singula singulis aequivalere. Casu. quo functio ]/ ipsam 
E non implicat, qui est frequentissimus in problematis mechanieis, ila agere licet. 
Statuamus. in $°. anlec. funetionem } quantitates &, &. ... f, omnino non 
implicare: porro loco a, seribamus %, loco b„ vero f-+-r. Unde aequaliones 
1.), (2.) $. antec. fiunt: 


FE; oV oV 
A. ) ‘ u Pı . Ei _— P: “ $ £ Br - Pin be) 

eg, 09, gen 

rn oV oV oYV oJ} 

>.) =- — b,. ER, br b». PR - b, I» nn { N 5: 
oa od, CAn—ı ch 


Eliminalis e (4.) quantitatibus a,. @,. ... @,_,. prodeal 

Sur 
designante H funetionem ipsarum Qı> Pe» ==: Ans Pıs Par ++ Pu, Quae ipsam di 
non implicat. Unde vice versa considerari potest F ut solutio completa 
aequationis differentialis partialis: 

mb, 


in qua 4. @&. ... d,„_, sunt constantes arbitrariae (constanlem arbitrariam. 
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quae funetioni F sola additione jungi potest, ut plerumque, non respieimus) 
alque A» constans data, quae ipsam jam aequalionem differentialem afheit. Con- 
sideremus porro in aequalionibus (4.). (9.) 
2 


Pı= Pas +: ?m datae funeliones quanlitalis £ Ponamus in aequationibus (13.*), 


Ipsas o, &, ... Gun A, b.. 
„„ r ul constantes, erunt per aequationes illas ipsae 91» Gas - -- Gun. 
14.”) $. antec. ö= m, alque, sieuli convenimus. loco a,, b,„ seribamus 
atque 2-7, in parte laeva aequalionum illarum exprimendum erit a, sive h per 
IPSaSs Qıs Gas === ms Pıs Pıs -:- Pm Ope aequalionum (4.), (9.), sive loco a, 
ponendum est H. Quo facto, si insuper animadverlimus, loco expressionum 
og; Op, og, Op, 


a a 
ob, ob ot ?T ot 





scribendum esse, si £ ut variabilis in- 


dependens spectelur, 


09, dq, op, dp; 


Pe, er ie Ob, di 





abeunt aequationes (13.*). (14.*) in systema aequalionum differentialium vul- 


garium. quae aequationibus (4.), (D.) satisfaciunt: 





oH dp, oH dq,, 
Yet” "Tr er "Tteniee "% 


Ac vice versa aequationibus (4.). (5.) hae aequationes dillerentiales complete 
integranlur. Porro aequaliones $ antec. (40.*), (11.%), (13.%). (14.*) sup- 


peditanl formulas: 








oh. Op., ob. og., 

i un BE. Z 4 nt ae 
SIT Fo 58. ° ID, IA. 
( 1;. q; ( P; oa, 
ca; op, ca, 04, 
og, ob, op, ob, 


in quibus indiei ö valores 1. 2. ... m—1, indiei  valores 1. 2, ... m tri- 
buendi sunt; alque fit: 


ot Op; ot og; 


04, oh ’ op, oh 


in quibus aequationibus indiei © rursus valores 1, 2. .... m tribuendi sunt *). 


=) Formulae eiusmodi, cum Academia Berolinensi scientiarum communicatae, 
jam inveniuntur in commentatiuncula ‚Neues Theorem der analytischen Mechanik“, 


huius diarı tom. NA\N, p. 117. Ü. 









YV 


r 
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Formulae antecedentes applicantur in motum liberum n punetorum materialium quo 
aequatio conservalionis virtum vivarum locum habet. 
d. 

Operae pretium mihi videtur, nonnulla eorum. quae anltecedentibus in- 
venimus, pro casu svstemalis liberi per vires internas sollieitati seorsim theo- 
remate exponere. Quo casu loco quantitatum q; ponamus coordinatas ortho- 
sonales. unde loco ipsarum p; ponendae erunt expressiones m;r;, m;y;. m.2. 

Theorema. 
Consideremus moltum systematis liberi n punctorum materialium: sint 
2;, Y;, 2; coordinaltae orthogonales punct, cuius massa m;, ae sollieitentur 
singula punclta m; secundum directones axtum coordinatarum eiribus m:X.. 


r“ 


m; Y;. m;Z; talibus, ut evadat summa 
Sm, (A;da; + Yıdy;-- Z;dz, 
extensa ad puncta omnia systematis, differentiale completum 
dU Em; (X;dx;-+ Y;dy;+Z;da;). 
qui habelur casus, quolies systema punctorum materialium lanlum viribus 
internis attractionis aut repulsionis sollieitatur. Ad inveniendum motum 
systematis, inlegretur aequatio differentialis parlialis: 


A Tea MR ! u ) 4 e& r -)| ) U--h. 


m. rn.) 


in qua h est constans: invenlaque solutione completa V, quae practer 


constantem, quae sola additione ei iungi potest, constantes arbitrarias 
Ad, Ay. ... Ay, implicet,. erunt aequaliones finitae, quibus molus puneltorum 


materialium definiuntur: 


—-)D. — —b,. on. gun b;, 19 
ca, cd, ( dl, l 

cY 

u ! f 

ch 


designantibus bi. bi» ... Di, 1, ı novas constanles arbitrarias; porro eril 





oV dr, ch dx, oV dr, 
— m —, Mh,  ... -= Mo. 
CH, 'dı Or, dt OLa dt 
oV dy, coV dy, oV dy, 
— m, —.": z — My, — . = ee — ” 
oy, dt ° cy, dt OYn dt 
oV dz, oV dz, oV ds, 
— = m — = —- Er — — mM.- 


dt ? O2, "di 
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Per aequationes propositas, statuto 


dr, dy | dz. 


er = E Y; 9 TE 


dt 
considerari possunt 6n quantitates x,, yı, 3, %;, Y:, 3; ut functiones 6 
aquantilatum a, Ay, ... Ay, A, bi, br, ... bu,_1. E47, vel vice versua 
spectari possunt 6n quantitates a. Gy. ... Ay R, ya: Bus. 
ut funcliones 6n quantitatum x;, Yı, 2, %, Yı, 3. 

Si sub ulraque suppostlione functionum illarum quotientes differentiales 
partiales sumunlur , quotienles differentiales partiales sub altera supposi- 
tione sumtae quotientibus differentialibus partialibus sub altera supposilione 
sumlis singulae singulis aequales fiunt aut lantum signo differunt; fit enim. 


designante i unum quemcunque e numeris 1.2, ... n, alque k unum quem- 


cungue e numeris 1, 2. 3. ... 3n—1: 














OX.: ob OX. od, 
Pi Äh Bi. : 
m -—— = -— A„Miauo-= —— 
ca, Or, C b; oX 
oy, ob, oy od, 
Mm; ——— — — — Ma —, 
oa, oy; ob, oy; 
c 3; ob; Oz; Ja, 
mM; —- = —- ——, Mu —, 
oa, 03, ob, 03, 
or. ob, or, ca, 
m, 2 Ma 3-—, 
oa, 027 c 'b, or 
N" fi 
} 7 = 
Yy ob, oy oa, 
Mi—- = 2 —— Mu - 
oa, oY. ch k oY; 
. i 
03 od 03: od, 
z k ? K 
mi —- = — . Mn a, 
ca, 03, ’ ob, 03, 
Mm —- = ——, 0 Mo—-- —, 
oA or, ch Cr; 
oy; o(tT- Ü) oy; o(r- f) 
mM ——- = —-  — mM —, 
oh oy, ch cY, 
( 3; 2 (?7 + t) 02, G (F _ t) 
Ho =— nn, WM — I, 
oh 03, oh 03, 


Statuamus propositos motus perturbari, viribus m; X, m;Y;, m;Z; punclum 
m; sollieitantibus accedentibus novis viribus m;X;, m; Y;. m,Z;, designantibus 


X;, Y;, Z; functiones omnium 3n coordinatarum x; Y;, 3; alque temporis t, 


« ‘ 
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ac sit, si solae coordinatae variantur neque simul tempus, summa 
m | X;dr; +- Y;dy;+Z, O2;}. 
extensa ad puncta omnia systematis, variatio completa 
02 = m; X;0x;+ Y;dy;- Z,d2;}; 


quibus statutis, aequaltiones problematis imperturbati 














A... oV oV 

"sy BEE "kann BE “rraae,. Be ka 
eV. oV | öl 

dr — m, T;. Öx, — MT. + Da = MCs 

oV >> iM oV ' oh 

y — m, Yı, op, = My Ya.» öy, -M,Yn» 

:) A); | oV 

on FE m, 31» 03, = mM» 2;. u a O2 z M,, PR 


etiam motus suppeditabunt perturbatos, si loco elementorum a). A» ... Ay_ı- 
h, bi. ba» ... Din, 7 sumuntur functiones temporis satisfacientes aequa- 


tionibus differentialibus: 








da, I oR da, = o8 da;, -1 082 
Mr ar a VA Ze: rT. 
db, — os db, rn oß db;, l ( 2 
„le 98, d 00, A day? 
dh oR de 0) 
di 6’ d &’ 


quibus in aequationibus supponitur, funetionem 42 ope aequationum pro 
motu imperturbato inventarum 


oOV h oV h oOV / oV } 
— — - = Du, Dr ——-D,, z en re Di 
ca u ca, OCAn— — oh 


4 
i 


per sola elementa et tempus expressam esse. 
Aequatio differentialis partialis in theoremate antecedente proposita in- 


venitur ex aequalione 


H=T-—-U=h, 
quum sit 7 semissis summae virium vivarum 
T = 412m {2;24+Yy:y +33}; 
aequationes vero 
A: 
a 


in aequatione H=h substituendae, quo aequatio differentialis partialis evadat, 
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hie sunt 














| oV | oV ie cV - 
mn — mn MS 
Sieh Or. iYi oY, 9 Er 02, 
Unde aequatio 
H— 13m (22; +yy+323)—-U = h, 
abit in aequalionem 
„A oV\ oV\ oV\ 
Ua, 
m. OX. oy. O2. 
ı 1 us l 
. .m . . . . - . JA 
quae est aequatio differentialis partialis in theoremate antecedente proposita. 
Formulae perturbatoriae theorematis e $. 52. petitae sunt, seriplis A et 7 loco «a 
et b. Eaedem expressiones differentialium elementorum habentur etiam pro 
generalioribus aequationibus differentialibus, in quibus £2 praeter ipsas «w;, y;, 3; 
etiam quantitates .;, Y;. 3; involvere potest: 
dr. 082 dy, 7% o8 dz; os2 
— "E77 Zara) Dr aa Aa a 
dt A; dt 0; di 03, 
de, 8(U—R dy,; O(U— 8) de; 2 O(U— 8) 
m; —— = ——, 292 MI =, Mo 
dt OX, di oy, dt 08; E 2A 


quae, quoties (2 ipsas non implicat ;, y;, 3; in aequationes differentiales per- 
turbatas, quae vulgo habentur, redeunt: 
ds, HU—R) d’y, SUN) ds, U—R) 
mM = ——— 90m rn —— m; —- = ——— 


di” or; ne oy; ’ PT 03, 


Si Iheorema antecedens ad molum ellipticum planetarum applicare placet, po- 


namus, uli in formulis $. 67 factum est. 


2 


% 2 u 
h "37° d, == 2yp cost, t, =AyYp, 
BE, n=B, 5 -b,—=@, 


desienantibus A, p, #, —r, 2, © semiaxem maiorem. paramelrum, inclinatio- 
nem. tempus perihelii. longitudinem nodi ascendentis, distantiam perihelii 
nodo ascendente, alque 2° vim attractivam pro unitate distanliae. Si .r, , =. 


x, y,z per A, p, ypeosi, r, 2. ®@, £ vel vice versa A, p, i, tr, 92, @ 
per x, 9, 2, ©, y, 2 exprimimus, et expressiones illas sub ulraque sup- 


positione differentiamus,. prodeunt e theoremate antecedente formulae: 





C. @. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. 171 





OL u 02 oy 0% 03 02 
” Ca ne er ae en ei De u ne. = . PA ’ a 
o.yp «cos? or o.yp c032 oy' O,ypcosı 0o3' 
OX u O.ypcost oy . O.ypeosi 03 O.ypcost 
——— 1 —— —— % ——, — % 
02 oe ° on oy' 0% 03 
OX _ , oo oy ein) 03 08 
2.7 — u —7.0> — 1 — —, nenne R Y 5 
oyp IL oyp oy oyp 03 
Or a o Yp oy [ Q vp 2 Öyp 
— en, en Ze rn £ ’ , 
08 OX 0 oy eln, O2 
' Or ’ IT 6 I oy Y ct ) 02 oT 
A ‚ ” - . ee; m: . 2A 6 —o ii ET + Se - 2. x r 4 a 
oA OL oA oy oA oz 
or on oy' on oz oD 
— DE Su u —— 2 ——, / Z . 
o,yp cos? OL O.ypcosı oy c.ypcosı 03 
ox o.ypeosi oy' o.ypeost 03 O.Ypecosi 
ar PER —A a u ce on — _— —/7/ r m a r u — —/ . a 
0% OT 02 oy ’ on 03 
or 08 oy' 00 023 oO 
—— 2 —, ——— 1 —, - x ' 
oyp OT oyp oy oyp 0% 
ox' oyp oy' oyp 02 Oyp 
Er . Eu er L e . u -  ; Z r “ Ber Et = “ 
0@ OX 05 oy @L0) 0% 
or oT oy oT O3’ oT 
) A 7 ) 7 y a ) 
DA’ asız nn en .- "u ESG 9 2/ £ — “ one rg = er og “ Pr ey. ” / 
oA OL oA oy oA 0% 


Quibus in formulis designat ö inclinationem plani orbitke ad unum planorum 
coordinatarum orthogonalium =, y, z, atque 2 angulum, quem_ intersectio 
ulriusque plani cum altera axi coordinatarum facit, quae in plano illo coor- 
dinatarum ducta est. E formulis notis motus elliptiei verificationem formularum 
praecedentium facile obtinere licet. Quae facile etiam in alias varias formas 


translunduntur. 


De expressionibus (g, w) et |y, w|, quae ın modum coefficientium in ıll. Lagrange 

et Poisson formulis perturbatorüs obvenientium conflatae sunt.  Immotescente ıntegralı 

quolibet H; = a; aequationum dynamicarum, differentialia omnia functions cuwiuslibet 

secundum elementum b;, quod ipsi a; in systemate quolibet elementorum canonıco fiat 
coniugatum, assignarı possunt. 


A 
Staluamus rursus: 
op oy 


|  dgm ÖPm 


op ow Op oy 
°q, Op, op, 
op Ow Op ow | Op oy 
je op, 9q, pP, og OPm Gm 
de 





[P; w] . 
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porro. uncis rotundis adhibitis, 


(a;y) = Su, u TA... ee 
UT ep op | üw Op Op Ög 


_ 99 Pı _ Cu Pr _,,,_ In Prn 
op ow op ow og cw 
facile probatur e formulis $. 69 traditis, haberi 
1.) [a,a]=0, [a,b]=0. [,b]=0, 
(2.) (,4)=0, (a,b)=0. (b,b,)=VQ, 


R 
exceptis aequationibus: 
3) [a,.d5]=—-1; Br a, 
Formulae (1.) ad suppositionem secundam pertinent, qua consideravimus 
ut functiones ipsarum g;, p;, t;: formulae (2.) ad suppositionem 


ipsas a;, b i 


ı 
primam. qua consideranlur q;, p; ut funetiones ipsarum a;, b;, t;. Quae 
[ormulae e (10. *) seqqy. $. 69 sie demonstrantur: 

Habetur, extensa summalione ad ipsius @ valores 1, 2, ... m: 



































we 6 a 
0 a — 2 Er 7 ‚> 
ca, Og,. 0a, Op, da, 
di; 0a, (0a, 09, | Ca, Op; 
er. nn — 1 N u u Tg Au . 
ob, 6 q. € b; op, ob, 
u ob, or ob, og, ‚ob, 0p) 
a, Fi at3 
i mn 
6 ob, eg cb, og, | ob, op.) 
rn Bl a ee], 
ob; toq, ob, ' Op, ob, ) 


exceptis casibus, quibus in aequalione prima et quarla fit k=:, quibus casibus 


habetur: 
ca, 09, oa; oPp;.) 








=— _ıh 


N) ) u’ 73 . w 
© g; ca, Op;: C a, \ 


= 2,| 


ı 





Pr | ob, oq, , ob; op, 

’ oq, ob, d Op, ob; 
Substituamus in formulis praecedentibus aequationes (10.*), (11.*), (13.*), 
(14. *) 8.69 














7 ob, 09, ob, Op, ca, 0Q, ca, 
er zen u er 
; G; i P; i 4. u ’P.. 


abeunt illae in sequentes: 
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—[a,, b;] — Ö. la, * a;| — 0. Ib;, b;| = 0. —— la;, b,| - 0. 
1=-[e,b,) = [b;, a;], 
quae conveniunt cum aequationibus de te u (Me 


Porro in iisdem formulis easdem substituamus aequationes. 10.*) — (14.* 


$. 69. in quibus tamen loco indieis © seribamus k, unde evadunt: 
ob, op, ob, oq,, ( di, op., ca, 0q, 
Ru oe Faser ae Per ol Fan 70 
Quibus substitutis, aequaliones supra traditae in sequentes abeunt: 
0O=(a,b,), 0=(b,b), O=(a,a), O= (a,b 
| a;,b;), 


quae sunt aequationes demonstrandae (2.). (4. 


Sint 9, w datae quaecunque funetiones ipsarum @,, &, ... Ay, bi. 
ba, ... b„, quae quantitates 4. &,. ... f, non contineant. Substitutis ipsarum 


44 

a;, b;, valoribus per q;, pi» t; expressis, evadant g, harum quantitatum 
funetiones, eritque | 

„I0p ow op Oo ) 


[9 y) = Zeig 5, 
og. Op, op, 04, 


l ‘ 


5; ( Op oa, _ og ob; h > > ow ca, _ ow ob, \ 
0 re ut Be 3 
oa, ( gG;. ( b; 09. / © d, ( P;: ( b, Op, /| 
Ä = ( op ca, of ( b; Ny ul ow ca, | ( 7 ob, ) | 
— , en a ie , ng nn un 
{ ‘ l # u I ( b 


ca; Op; ob, pP. ca, 04, b, 0q, 


S, 


Quae expressio sic repraesentari potest: 
\ 017; or ® * og Ooyw _ u 
9,wl = 3,,I1—— —— [a,, a) - — —— [a;, b,| 
Ip, uw] i,h da, ca, [Q;, Ay] ca, ob, LE, kık 
A ep  ow 7 ., 09 oOy we r 
3,3 —— —— lb, u|+ —— -— bi, 
Teik| ob. ca yi iJ ob. cb, Min 
ı A 2 A 
unde e (1.),. (3.) habetur: 
A  jöp Oy op op N, 
o.vw|l = 2. | —— — — — 
p> Y) A ob, ca; ca, © ob, 





sive 
op © op OoWw _ ot ow 
ey) = eu de iu... 2e 
eg, ep, 0% CP: gm € OP 
op oWw op oWw © yo ow 
5 op, ©g, op, 09, OPmn Gm 
09 op | op op 5 Ö og ow 
ob, ca ob, 0, ob Cam 


og ow op ow op oy 


ca, ob, ca, ob Can Ob 
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Quoties igitur accidit, ut 9, w sint eiusmodi ipsarum q,, p,, #, functiones, quae 
per solas «a,, 5, absque quantitatibus #, exprimi queant, erit etiam 





PR WO. 1. 28. D HORR.. Bi... 
P, Yı oq, op, 0, op, Kanes, Gm OPm 
op ow op ow op 0ow 
a Em Rn 


eiusmodi funetio. quippe quae aequalis fit expressioni 


og cw Op Op, 09 ow 


—_— _ + —— — 4 9 u ——— 


ob, ca, ob, ca ob. OU 


I | 
2 


op op eg ow op ow 





oa, ob, ca, ob, da. Ob, 
quae. si g et y sint solarum a,, 5, functiones ab ipsis f, vacuae, et ipsa erit 
solarum a,, b, funetio ab ipsis f#, libera. Si quantitatum #, una tantum in pro- 
blemate proposito adest, quam / vocemus, redit propositio aniecedens in eam, 
quam olim ill. Poisson demonstravit, quoties p = Const.. 7 = Const. sint in- 
tegralia svstematis aequalionum differentialium 


d, CH dp, cH . 


)» 


quantitatem [y, w] per sola elementa absque £ exprimi. 


dt op,” dt og, 


Casus specialis aequationis (D.) valde memorabilis is est, quo functio 


y uni quantitatum a,, 5, aequalis existit; tum enim abit aequatio illa in has 


simplices: 
z a 0 
[y,a)] = |. 
4° 4 ch 
6 | 
| fg. 6] = 
re Tr“ 


Docent hae aequationes sequentia: Quoties enim habetur aequationum differen- 
bhalium propositarum integrale 
g = Const.. 


y per ipsas a,, b, absque t exprimi potest, quam vero erpressionem ipsam 


Aequationes differentiales ıll. Poisson sub alıa torma exhibuit; licet enım ıam 
ılle anımadverterit in commentaltione prima de Variatione Uonstantium, expressiones 


> E dq, dq, . . . . . u. . 

Ipsıs ar aequales per q, p, exhibitas ita comparatas esse, ut prioris differentiale 
{ { ; 

secundum p, alterius differentiali secundum p, aequale sit; expressionem simplicem 

zu dgq, cH | h 

Ipsius u ‚ unde illud sponte sequitur, primus ill. Hamilton dedıt. 





dt cp, 
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generaliter exchibere non possumus, nisi omnium a,, b, expressiones per q,. p.. 1 
datae sint. At si vel unius nocimus elementi, quod ad systema elementorum 
canonicum perlinet, expressionem per q,, p.., t. directe incenire licet differen- 
falia ipsius y secundum elementum coniugatum sumta et ipsa per q,, p.. I! 
exrpressa, siquidem bina a, et b, elementa coniugata dieimus. Nam si elementum 


eanonieum datum est a, habetur e 6. 


vg . 
p,a;. 
5 ı$. @;| 
VG o’g . 
unde ponendo -. ele. loco g, prodit: 
p ob’ &b Pl 
Oo O0 0% co 
uf 
cb? ob | ob’ ob’ | 
"pP,  . 
unde successive omnium z innotescunt valores per q.. p.. f expressi. Si 
eV 


tantum unum habetur integrale, vw = «,. poterit constans ipsi W aequalis pro 
elemento canonico accipi; exeipias tamen casum. quo HH, quod fieri potest, 
si 4 ipsam ? non involvit. quippe quo casu. quoties = Const. est integrale 
alterum. habetur [g.«a,| = 0 neque aliquid novi inde prodit. 

Ad illustrandas aequaliones (6.). quae magnas partes agere debent in 
ulterioribus et altioribus disquisitionibus,. quas integrationes propositae flagitant. 
ut omnia quae hie adhue latent. enueleentur. directe eas de aequationibus $. 69 


propositis deducam. Quod fit per consideraliones sequentes. Sit enim «a, data 


funetio ipsarum = Gar = Qu» Pır Par =: Pu, ff. ac consideremus ipsam f, 
siquidem # in Junetione «, invenitur. ul constantem datam atque omnes 
As Ara 22. Ay. Di. Dr» ... b, praeter unam b, ut constantes arbitrarias. erunt 
dis Qa= === Gm» Pı= Pr= - -- Pm funectiones ipsius b,, quae satisfaciunt aequa- 
tionibus differentialibus (13.*). (14.*) $. 69: 

dq, ca, dq, ca, dqm ca 

db dp’ db. 2 ee db Os ' 

dp, ca dp, oqa, AP ca 

TEE a ee 7 m EA Ogm 


quae plane eandem formam habent atque aequationes differentiales propositae, 
modo functio a, functionis H atque variabilis b, variabilis # locum tenet. Per 
regulas autem vulgares differentiationis ex aequalionibus praecedentibus cuius- 


libet funetionis ipsarum g., p. differentialia prima. secunda. tertia ete. suc- 
Br an dq,. dp, 
cessive eruuntur. continuo differentialium a valores substituendo: 
( dU 
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quemadmodum tritum est, ex systemate aequationum differentialium 


dq,, oH dp, H oH 


Bo 
cuiuslibet functionis dilferentialia cuiuslibet ordinis per ipsas q, Pi, £, eX- 


pressa inveniri posse. Si ex. er. funetionis 9 differentiale primum secundum b; 
quaeris, eruis: 

dp Oo pP .dq, Oo op dq, | 0 dm 

db, oe oq, db, Wa q; db, ‚a Ogm db. 


Op dp, „ © dp, | , Op dpm 


m — —— —- —— —+ 


op, db. op, db, OP db 











© p © a | 0% C a op oa, 
BE vera» a u eo = 
oq, ep, ©, ©p, Ögm OPm 
öp a, pda, op 94, 
op, 9q, y- op, og, c ÖPm Ogm 


s 
fs» 4]. 
quae est altera aequationum (6.); eademque methodo demonstratur altera. 
Observo adhuc. in formulis $. 69 et antecedentibus, quae ex iis derivatae 
sunt, ubique a, b atque g, p inter se permutari posse. 
Ipsis a,, 5, per alias quantilates «@, P, y etc. expressis, quaeramus 
adhuc valorem expressionis: 








FU 04, Op, , 94, Op, ‚_ gm Dr 
wart 03 da 68 da | 08 da 
q, op, 09; Op; Om OPm- 
oa 093 0a 0% da OB 
.. \ 
Fit (a, P) = 
og, ca ne ca, op, ob, 
en ra O2 To 9 ca, da u ob, 0a HN 
En U IE REN 
\ ei ob, 0@ 7’ ob, oß/)? 


indieibus @, i, A tributis valoribus 1, 2. ... m. Evolutis productis ex aequa- 
tione praecedente eruimus (a, ?) = 


T ca, ca, 1 06a, ob, ob, ca, E; ob, ob, ) 
>: — —+(D,, 4) —o — + A; .: - | 
(a, @) 0 00 rd, ) oßB ca bi) oß da (1, 6,) OR da (> 


indicibus © et k sub signo summatorio tributis valoribus 1, 2, ... m. 


Sed e formulis (2.) eavnescunt sub signo summatorio termini omnes, 
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J/ 


pro quibus A et i inter se diversi sunt; unde quum e (4.) sil 
a,,b,;) x 


atque sponte pateat fieri 


(a,0)=0, (b,b, 


ı) ! ! 
sequilur 
ca, Ob oa, ob, ı 
IN = ? ? ’ ’ 
a, i?) go r - r- \ - 
(da 0% 03 0a 
sıve 
a. ß\ 09, ©Pı , II OP: Om OPın 
B / - == —— 7 = P=2 — ] .».». + Pr. - 
ve 03 0. 03 oa 03 0a 
og, op, 04, op, In OP 
N ca 09 o@ 08 oa 02 
ca, ob oa, ob, oOa„ ob, 
oa 0P oa 0 0a oA 
n I = 7 . 27 
oa, < ), ol, OD, OA OD. 
en x r ” . ." >) N ’ u r ) 
03 00 03 00 o3 00 


Statuamus. ipsam / ex elementlis canoniecis esse sive haberi 7 = a, aut 9 = b,, 
alque reliquorum elementorum expressiones hoc elementum non conlinere. 


Quo casu formula antecedens abil in sequentes simplices: 


ob 
\ a@.4;) a 
- \ ( Üü 
£ ca 
a,b, 
; oa 


Quibus adnotalis pauca de formulis generalibus perturbatoriis addam, quae de 


systemate elementorum quocunque valent. 


Formularum perturbatortarum systemata quae ill. Lagrange et Poisson posuerunt, 
demonstrantur et alterum ex altero derivantur. 


73. 
\ 


Loco ipsorum @, @&, ... A,, Di» Ds» ... b, habeatur systema ele- 


m 


menlorum quodeunque,. &., %, ... %,. Wuorum respectu formulas perlur- 


-ıNn 


batorias sub duabus maxime [ormis proponere convenit. In altera. quae ill 


Lagrange est, dilferentialia parlialia funetionis perturbatrieis 2 secundun 

elementa sumta lineariler exprimuntur per differentialia elementorum: in altera. 

quae ill! Poisson est. differenlialia elementorum perturbatorum lineariter ex- 

primuntur per differenlialia partialia funclionis perturbalrieis (2 secundum 

elementa sumla. In altera forma expressionum linearium coelliecientes sum 
Journal für Mathematik Bd. LX. Heft 2. 2,3 








178 €. @. J. Jacobi, nora methodus aequat. different. partiales primi ordints inlegrandi. 


Iuneliones (e,,e,), in altera funeliones [«,,e,]. Plerumque adnolari solet. 
olteram formam ex altera per solam resolulionem aequalionum 2m linearium 
obtineri posse. Sed nemo,. quanlum scio. hanc resolutionem reapse Tenlavil 
eaque via direcla alteram formam de altera derivavit. Quod quum utile sit 
et diffieultalis speeciem quandam habeal. ego sequentibus exponam: anlea aulem 
formulas perturbatorias generales de formulis supra traditis deducam. licel eaedem 
eireele eX Ipsis aequalionibus differenlialibus peti possint, sieuti plerumque Äit. 
Spectenlur primum elemenla canonica @,. Ay. ... Ay. Di. bs. ... b, ut 


Inneliones altorum elemenltorum quorumeunque @&,. &a= ... @2,: eril e 8.92: 


MR. JR Ma, m 
CH, I re A a, 
i A d I 
\ db cd da eb } 
<v i f j 7 d d 
wu ae @ dt c@, ) 
cb. ca ca ob , da 
u Se R 4 AR 
"ca ca ca“ ca ) d 
‘ [7 ls ‘ 

4 AQRER : me a . - r s . ı . r# rNnc *) 
quibus in summis ipsi ö valores 1. 2, .... m, ipsi #& valores 1. 2, ... 2m 
iwilmendi sunt. Unde e (7.) $. antee. fit 

( (2? de, 
\ le; u 
ca ”- u 
| / de, de, des, 
ei 0,05) —— + (0... 03, 
\ ‘ dt ' a dt dt 
Spectentur deinde @,. &y. ... C,, ut funeliones Ipsarum @,. di. ... a. b. 
b,. ... b„: habetur e $. 52: 
cite «@ da va dl ) 
ki \ ö 
ul 0; ( Cd dt ( b dd 
( ca 60 ce ER 
< = f wm 
RE r eb cb cd ) 
CH er (£ (GG U 
 % \ I - ww 
l d& ch ch cd ) ca 
euibos in summis ipsi 2 rursus valores 1. 2.... m, ipsi A valores 1. 2. ... 2m 
twibuendi sunt. Unde e (9.) $. antee. seribendo e,., «, loco g, ı" prodit: 
0 
«da n n Co 
— 2.10, .0 
- dt ri ce 
Ä 2 en {E 
X { { 
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Formulae (1.) ab ill. Zagrange, formulae 
de altis derivari possunt ope theoremalis sequenlis: 
Sint 


possint Br 5 


Ins Pis P:; 


fatum q,- q:- 


in sappositione posteriori: 


quibus statutis signifieationibus, si proponuntur 


sequenles s 


eruuntur resolulione harım aequalionum ralores ipsarum 


sequentes , 


A, 
ZB 
A: 


u; 


dı> 9: 


'neicem independentes quantitatum &,. €:. 


0. &ı 


“. a) a, 


Oz. 0,)%, 


Oo 5) Ce, un 


J 
» 


‚O5. A,|v, 


1. 
[0 . a) u 1 


Theorema: 


» 
’ 


ab ill. Poisson traditae 


funetiones quaeenngue q 
„Ha ul invicem 
ut functiones a se inricem independentes quanti- 


staluatur in suppostfione 


Or, 


Om 


U, 


0 


et riece rersa harum aeqnalionum resolutione tllae obtinentur. 
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Demonstratio: 


Multiplicemus aequationes propositas per 


fe,,0], [e;, @], [e;. ©, 


summationem instituamus. Unde prodibit expressio huiusmodi: 


et productorum 


| 
—- ... 
ı 


[e, b) “7 ce I & b) 0) U, + le, ’ Am] Od un A, u, + A; A; u r Az Urn ’ 


in qua: 
A, 


ze, 0.1{e 


nıL 


O,) 


nn» 


ca, 0@, 
\ eg on, 


ca. 0@ 
s 7} 





ca ca, 
eg, CP; 


ca. ca 
di 7} 


! 
1 


Pe} 
C Am OP:n r 


ca. ca \ 
L} „ 








cp, og, cp, 0, OPm OGm 
u ; )s 
TER n 0 rn - ua . 
|’ 04. DR: OR; Im OP 
a ep Er 
| \ ca, 0@, ca, 0@, va, ca, | 
op, og, CP, 09, CP OgIm \ 
1 2 "ne Te ee , 
s . J 7 v 
\ 2 a C G, c u c ei ou, © 


oua in summa ipsi z valores 1. 2,... 2m tribuendi sunt. 


[acta multiplicatione sic repraesentare licet: 





Eandem expressionem 


r- r Pr. 
4 ) R « n Ip < Op u, ! 
“A, — it ! n N - 0 — _— _ 
og. ca, ca, OP. ) 
a ) nn OPu- ö og oa, 
u =“ r \ 7 - 
top. du, ca, ©q, 
da. 0p 5 N 
BER. ; ie Pi o ‘ % , 0, | 
> N = | 
C R c IN C a C ' 
x | ea, cg,. < Op 0%, ) 
=) nn ten ah 
( CP. ( ug ( B C 4. ) 


quibus in summis ipsi » valores 1. 2,... 2m, ipsis d, 4 valores 1. 2, ... m 


lam vero habetur: 


tribuendi sunt. 
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CP. 0%, OP. 
 $ By zei: — 

OR, Op, € P. 
99 90, _ 09, 
a RT 

ca, «€ 9. og. 

a 73 N 

c G u ö c I, 
Fe De u 9 

ca OP. C P. 
vn CP,, 0@, OP, 
.;,7; 2 1 . nn 009 

4 “ C 4. C 4. 


quarum expressionum terlia et quarla semper evanescunt, prima et secunda 
evanescunt, si Ö et 4 inter se diversi sunt. in unitatem abeunt, si d — 4. 


Unde fit: 


( o@ 4 wie OP. ) | ca 


4..= ick 1 
“A, - — it! s ? N N N 
! oq, ca, op. oa, ) o@, 


Quae expressio quum evanescat nisi sit ©= A, hoc autem casu in unilatem 
abeat, videmus, in parte posteriore aequalionis: 

[e,,o,le, -[e,,0;] Ü; m [0 , O2] Oo " Au, N A,u; en 1 Hs 
coefficientes A,. Ar, ... A,, praeter unum A; evanescere omnes, fieri autem 
A;—= 1. Unde aequatio antecedens haee evadit: 

N ' 7 " 
[&;, a], - [e;, 0,]®; Pereri [a;, Cam Us 
in qua, Si ipsi ö successive valores 1, 2, ... 2m tribuunlur, eruuntur ipsarum 
valores in theoremate proposito assienali. 


U.» Ur. 5 Um 
simili methodo vice versa e secundo syslemale aequalionum in 


Prorsus 
theoremalte anlecedenle proposilarum sysiema primum derivari potest. 
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Ueber die Darstellung der Curven durch Krümmung 
und Torsion. 

(Von Herrn R. Hoppe.) 


4 

et die Krümmung und Torsion einer Curve als Functionen des 
Bogens gegeben, so ist ihre Gestali unabhängige von ihrer Lage vollständis be- 
stimmt. Um daraus ihre Gleichungen in rechtwinkligen Coordinaten zu finden. 


at man sechs Inlegralionen zu vollziehen, enlsprechend den sechs Constanten. 


welche ihre Lage im Raume bestimmen. Dies ist in zwei Fällen leicht: 
I) wenn die Torsion =0 ist: 2) wenn sie ein conslantes Verhältniss zur 
Krümmune hat. Ausserdem giebt es noch manche sehr einfache Relationen 


zwischen beiden Variabeln. welche die Integration zulassen. Obeleich die 
alloemeine Lösung der Aufgabe nicht wohl möglich ist. so scheinen mir doch 
einiee Reduelionen. deren sie fähig ist. an sich von Interesse zu sein. nament- 
iich insofern daraus ersichtlich wird, wovon die Interrabilität im speciellen 
Kalle abhängt. Ich erlaube mir, von den Benennungen Gebrauch zu machen. 
welehe ich in meinem letzten Aufsatze (Band 58, D.374) erklärt habe. 
I. 

Bezeichnen 7 und 9 den Krümmunss- und Torsionswinkel einer Curve 
(d. i. die Integrale der Contingenzwinkel der Tangenten und Oseulations- 
ebenen); a, e, ww die cos. der Winkel. welche die Tangente, Pollinie und 
Haupinormale mit irgend einer Axe bilden: so ist wegen der senkrechten 
Laee dieser Geraden: 

% to -v — 1 
und eemäss bekannten Formeln: 
cu= wor: Cv 00%: Ce =rvro$—uor, 

woraus hervorgeht: 
oT / ou ceı# GEN 


Zi 


.) ”* vr 
Ö. ? — U- 5 ’ ; 
coH \ cr BE N cJ : 


1 u RE y. a . . 
Jenachdem man nun vr oder # nebst or aus Gleiehune 1.) eliminirt. erhält man 


) or v2. OUuN\ . Oo N 
ı). (33 Cu 2 (Fr i 

OrN\N 00 \ n £ 
\or ke ou# / \rır ‚ 


. » an 8. 8 N am . l»nammır 4} non „ran . Inn en 
Hiernach steht jede Curve im Allgemeinen mit einer zweiten in der geren- 


ai . ı , . Bun . | , \ . y rn . m 
seitivoen Beziehung. dass der Krümmungswinkel der einen der Torsionswinkel 


* “. > 1#+.,3 , ur Ar EN P£» 7 Iır 17 v,. arali I u . > ‘8 a RER ‘ een 
der anderen, und die Tangente der einen parallel der Pollinie der anderen 
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ist. Die Inteeralion einer der vorstehenden Gleiehunseen erlediet somit die 


zwei Fälle eevebener Funelionen 
( ) - 70 
G 1.) tt? 4 TR () 
zu eleicher Zeit. Das Foleende mae sich deshalb auf Betrachtune der Glei- 


chune (3.\ heschränken. Demeemäss soll 7 als unabhänoieoe Variable betrachte! 
werden. und die Accenle Dilferentialauotienten nach derselben bezeichnen. 


Nach einmalieer Differentiation und Ausscheidune des Factors #-- 


ojebt Gleichuns (3 
Qt 
- ZE ! 7 ! 
J.) dt | J dl — H u u 
ıJ 
N IE. PER \. ) = + : On 
Das voliständiee Inteera! dieser Imearen (leichune hal die Pi | 
1 
u cut, DA CH 


doeh sind die Uonstanten «a. b. e einer Relation unterworfen. die sich durch 


Kinfülrune in Gleichune 3.) ergiebt. Wählt man dann drei Svstieme der 


a, b, e so. dass die Quadralsumme der drei entsprechenden Werthe von «= 1 


wird. so stellen diese die cos. der Riehtuneswinkel der Tansente veven drei 


recehtwinklioe Axen dar. und seeben nach ulliplieation mit dem Differential 


des in 7 auseedrückten Boeens und foleender Inteeration die Coordinaten als 


Funelionen von Tr. 


Da hiernach die Lösune der Aufeahe vollendet ist, ehe der Bosen in 


> ] 
x 


Reehnune komm!. so erhält man dureh inteeration der Gleichune 3.) für 


'ede specielle Relation zwischen 7 und 9 eine Classe von Curven. deren 


u 


semeinsames Merkmal eben jene Relation ist. während die Funelion, die den 


Boeen beliebie in 7 ausdrückt. die Verschiedenheit ihrer Gestalt bedinet. Di 


1} 


Abweiehune kann hier allein in der Ausdehnune der einzelnen Boeenelement: 


7 


» } B 1 Pa I = rr 3 ‘ t } J .r | ® I 5 
staltfinden. so dass sich jede Klasse dem Auge leicht als zusammeneehörie darstellt 
hi 
18. 
[4 [3 ryv % . .. . aim! . [} ö ,, 
Zur weiteren Transformation der Dilferentlialeleichune setze ı 
FR: T 
” { / (] 4 y 
I 
' h Anfl an uuuanarch 
\6rTaus (€ l 118) ha cl j LETVordı Hi 
/ N 
/ yi—# er ' 
Dann seht Gleichun 3.) nach Ausscheidune des Factors 


über in 
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m. 
(6.) II tf+g"=0. 
Dieselbe Gleichung würde man auch als besonderes Integral der Gleichung (5.) 
erhalten, wenn man die Integrationsconstante, welche gemäss Gleichung (3.) 
den Werth 1 haben muss, =0, und den entsprechenden Werth von x = 
setzte. Die vorstehende Herleitung zeigt, in welcher Beziehung die wirklichen 
Wurzeln der Gleichung (3.) zu diesen unbrauchbaren der Gleichung (5.) stehen. 


r IT 
-(- 


gqg= re: ; 


Ferner sei 


woraus umgekehrt 
d, Be 
ve 


r= yge 7 
Dann geht Gleichung (6.) nach Ausscheidung des Factors 


ia) 


über in 


woraus 
IN „ a KA Bo 
@.) "EPÖrH+ir =d. 
Die möglichen Transformationen dieser Gleichung sind bekannt. Die 


einfachste Form erhält sie durch die Substitution: 


nämlich die folgende: 


IM. 

Ist eine Speciallösung der Gleichung (3.) bekannt, so ist die voll- 
ständige Lösung der Aufgabe durch ihre Zurückführung auf eine lineare 
Gleichung zweiter Ordnung verbürgt. Doch kann man auf weit kürzerem Wege 
dazu gelangen, als durch Vermittlung der Gleichung (7.). Sind nämlich 

a=C0SYCcOSsYy, Tv=Ssnycosy, w=sinw 
die cos. der Richtungswinkel der Tangente; ist ferner w als Function von 7 


bekannt, und man setzt 
v —= sinw, 


so sind auch % und ® bekannt. Für die cos. der Richtungswinkel der Haupt- 


normale findet man durch eine Differentialion folgende Werthe: 
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' . . . 

“ —= —gp'sin pCosW—cospsinvsino, 
! 2 . . . 

® = PP COSPCOSV —SiInY sin wsinw, 
' . 

w =  coswsin@ 


deren Quadratsumme ist: 
1 p” cos’ w--sin w. 


Durch den hieraus gewonnenen Werth 
= W « 
( —— 07 
f COosıy 
y fr 08, 5 /w Ös 


Durch eine Orthogonalsubstitution lassen sich 
Werthe 


sind! #, ® und demzufolse 


I /nös. 


als Funetionen von r bekannt. 


die fehlenden Integrationsconstanten. deren zwei im vollständigen 


von w, und eine in p enthalten sein würden. leicht herstellen. 


Die mittelst Gleichung (7.) sich ergebenden Ausdrücke von », e sind 


weil complieirter als die soeben abeeleitelen: die Identität beider möchte 


überdiess wohl auf anderem Weee nicht in der Kürze nachzuweisen sein 
IV. 


Ich füge noch die Lösungen für vier der einfachsten Fälle in ihrer 


einfachsten Specialform bei. Durch /, m, » seien die cos. der Richlungs- 


winkel der Pollinie bezeichnet. 


1) Ist 9 — 0. so ist wie bekannt 


7 COST. © sinT., vo —=UV. 
u sınT. Pa COST. nn Ü. 
/ 0. m V. n | 
2) Ist 9° = tg) conslanl, so geht Gleichung (5.) über in 
u" cosi+tu 0. 
Bestimmi man den constanten Factor des Inteerals semäss Gleichune (3.). 
so ergiebt sich: 
P > ! T : 
7 cos4A 008 — = " COS/ASM er nm sINA. 
COS A OsA 
. T ’ T 3 
u 0 v cos =. m 07 
CosA COosA 
_ T ER T 
! = —sinAc0os ——.. m —= —sinAasin——. nn =cos4A. 
cosA COSA 
„u "2 T 
3) Setzt man w „so ereiebt sich die Relation: 
[04 
T- r Äy a — | ri 


welche erfüllt wird durch die Werthe: 
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— 


= yae—Ilsini; 9=—ya’—1cosA, 


und man findet nach der im vorigen Abschnitte beschriebenen Methode leicht 
folgende Ausdrücke: 


EEBERY a ’ 
z_ = sına4 sınA--cosa4 cos4, 


1 a ai an a : 
v = —cosadsınd Sina cosA, 








vw — = sind 
[04 


R . 1 } 
"= — sine, v!=- I ul Wa 
a 


! = — sine) cos — cosaksini, 
@ 





| ” » “ - [2 - 
m = — — 08a) c0osA— sinaksinä, 
[44 » 


= a1 


& 


N = cos4, 





Setzt man ®—= w, so wird 


N 
u, 3 —= dw, tg - e', 


daher 


_: = ın — — sin — 
N = LCOSTEOS —,. © = SINT COS =. w— N ze 
2 2° 2° 













— sin T C08 — — COSTSIN’ —. 
2 2 


’ ” * ” 7 Va 
’ = C0STC0S— — SINTSIN’—. 


nz 2 






r 
eh % 


— sin — COS 


er u . 9 
\sın T — COST C0S— )SIN—, 
Er 


nz 


uw 
HN 










» N } 3: » ‚ UN u. u 
= — | COST--SıNT 5 Mas 





, 

Geomelrisch tässt sich das Problem auf folgende Weise redueiren. 
Beschreibt man mit der Linieneinheit als Radius eine Kugel um den Anfangs- 
punk! der Coordinaten. und zieht mit der Tangente der Curve einerseits mit 
ihrer Pollinie andererseits zwei parallele Radien. so beschreiben diese auf der 
Kugelfläche zwei Curven. die einander parallel sind, weil der laufende Punkt 


ht 


ee Tee 
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einer jeden auf der enisprechenden Normalebene der anderen liest. Durch 
Vertauschung von Krümmung und Torsion der Urcurve geht die eine jener 
sphärischen Curven in die andere über. Es wird hinreichen. die Beziehung 
der ersten zur Urcurve zu untersuchen. 

Unterscheidet man die Elemente dieser sphärischen Curve durch den 
Index 1. so sind ihre Gleichungen: 

m=u, yı =v, 3 =w, 
dies differentürt giebt: 
wos =uWOr, mMös=vör 108 = wOr. 

Durch Bildung der Quadratsumme zeigt sich, dass 


4 ! 


(8 \ 
aa u, = TR vr, =D, vw, = W 
ist. Eine zweite Differentiation ereiebt: 

10T, = (ÜtgA—u)ör, 


nebst zwei analogen Gleichungen. aus deren Quadratsumme erhellt. dass 


ab cosioTn, = Ör, 
(9.) | u. 
a, = Isink—wucosi, etc. 
und eine dritte Differentiation mit Zuziehung der Gleichungen (9.) giebt 
194, —u, = 4 (lcosi--usini) cos —u, 
oder nach den Gleichungen ($.) 
9, = 4 (leosk--usink)cos/, 
nebst zwei analogen Gleichungen, deren Quadratsumme ergieb! 
9%, = U cosi, 
oder nach Gleichung (9.) ee, sc 
ä os, _— OA. 


Ferner lässt sich Gleichung (9.) auch schreiben : 
4 = BA, 
welche Grösse den Krümmungsradius der sphärischen Curve ausdrückt. 

Es hat sich ergeben, dass der Bogen der sphärischen Curve den 
Krümmungswinkel, ihr Krümmungsradius den Cosinus der Krümmungsbreite, 
und ihr Torsionswinkel die Krümmungsbreite der Urcurve selbst darstelli. Ist 
nun :% mithin auch , = arcig 
in z gegeben, so ist auch der Krümmungsradius der sphärischen Curve als 
Function ihres Bogens bekannt. Die anfänglich gestellte Aufgabe ist demnach 
auf die zurückgeführt: eine sphärische Curve aus der Relation zwischen 
Krümmung und Bogen zu berechnen. 

Berlin, den 5°“ Januar 1861. 
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Note sur les ceubiques gauches. 


(Par M. L. Cremona 3% Bologne.) 





Une cubique gauche est determinee par six conditions. Je me pro- 
pose. dans cette Note, de construire une cubique gauche, lorsque les conditions 
donnees consistent en des points par lesquels elle doit passer. ou en des 
droites qui doivent rencontrer deux fois la courbe. 

A cause de la reeiprocite de ces courbes. on pourra en deduire la 
construction de la eubique gauche. si on donne des plans osculateurs ou des 
droites interseelions de deux plans oseulateurs. 

Probleme 1”. Construire la enbigne gauche qui passe par six points donnes. 

Ce probleme a ete deja resolu. de differentes manieres, par MM. Seyde- 
witz”) et Chasles **). 

Probleme 2". Construire la eubigque gauche qui passe par cing points 
donnes, et qui rencontre deux fois une droite donnee. 

La courbe, dont il sagil,. est linterseetion des deux cönes (de second 
degre) qui contiennent les points donnes et la droite donnee. Le probleme 
de construire les sommets de ces eönes (ce qui suffit pour reduire la question 
actuelle a la precedente) a et& resolu par M. Hesse ***). 

Probleme 3°.  Construire la cubique gauche qui passe par quatre points 
donnes et qui rencontre deux fois deux droites donnees. 

Si par les points et par les droites donnees on peut faire passer un 
hyperboloide. le probleme est indetermine: car il y a un nombre infini de 
eubiques gauches siluees sur un hyperboloide donne et passant par qualre 
points fixes de cette surface. Dans le cas eontraire. il y a impossibilite. 

Probleme 4°. Constrnire fa courbe gauche qui passe par trois points 
donnes a, b, e et qui coupe deux fois trois droites donnees A, B, Ü. 

Les droites A, B et les points a, 5b, e determinent un hyperboloide 7; 
de meme. les droites A. C avec les points «, db, e donnent un autre hyper- 
boloide J: et la eourbe demandee est lintersection de ces deux hyperboloides. 


« 


. . .. . . \ . [2 ’ 3 
On peut la eonstruire par points, de la maniere qui suit. Soient p. q. r les 
; et soient p, g, r les points que 


' 


\ 
\ 


points ou B rencontre les plans Ala, b, e 
les droites ap’, bg’, er' marquent sur A. Les paires de points p, p: q.g: r. r 


Archiv der Mathematik und Physik, X. Theil S. 208. 
**) Comptes rendus de l’ Academie des sciences (Institut de France); 10 aoüt 1857. 
*) Journal für die reine und ang. Mathematik, XXVI. Band, 8. 147. 
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determinent, sur A, B, deux divisions homographiques:; et les droites qui en 
joignent les points correspondans sont des generatrices de Uhyperboloide 7. 

De meme, les points a, 5b, e donnent lieu a deux divisions homographiques 
sur A, Ü: et les droites qui en joignent les points homologues apparliennen! 
a Uhyperboloide J. 

Menons par A un plan quelconque qui rencontre B en m’ el (en a”. 
Soient: m le point de A qui correspond a m’: et » le point de A qui cor- 
respond a »”. Le point ou se coupent les droites mm’, »n" appartient evidemmen! 
a la cubique gauche demandee. 

Probleme 5°. Construire la enbique gauche qui passe par deux points 
donnes o, 0’ et qui sappwie deux fois sur quatre droites fives A. B, 0, D. 

Prenons les points o, 0’ comme centres de deux faisceaux homographiques. 
en menant quatre paires de plans homologues par les quatre droiles donnees. 
respeclivement. Tout plan passant par 00’ eonlient deux ravons correspondans; 
le point de leur intersection est sur la courbe demandee. 

Autrement. Soil / I'hyperboloide qui passe par la eubique gauche 
et par les droites A, B: et soit / U'hyperboloide contenant la eubique et les 
droites €, D. Les hyperboloides /, J auront necessairemen! une gencratrice 
commune, que nous allons determiner. Les deux plans oA, oB sentrecoupen! 
suivant une droite generatrice de /: et lintersection des plans oU, oD est une 
generatrice de J. Soit P le plan de ces deux generalrices. De meme, on 
deduit un plan P’, du point 0’: et il est bien evident que la droite,. quon 
cherche a determiner, est linterseclion des plans P, P'. Ensuite. on construit 
la eubique gauche, par points, au moven d’un plan mobile autour de PP. 

Probleme 6°. Construre la eubigue gauche qui passe par un point © 
et qui s’appuie sur cing droites donnees A, B. C, D, E*). 

Prenons un point 0’ sur E, et supposons quon cherche a construire 
la cubique gauche qui passe par o, 0’ et qui est coupee deux fois par les 
droites A, B, C, D. Dans ce but (prob. 5". deuxieme solution). je eongois 
les deux droites, dont une est lintersection des plans oA, oB et laulre esl 
"intersection des plans oC. oD: ces deux droites determinent un plan (fixe) P. 
De meme, on obtient un plan (variable avec 0’) P’ determine par deux droites, 
dont l’une est l’intersection des plans 0'A, o'B, et Fautre est linterseetion des 


plans 0’C et o’D. 





*) J’ai donnd autre part (tome LVIII de ce journal) la construction d'une des 


eubiques gauches (en nombre infini) qui sappuient sur cing droites donndes. 
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Le plan P’ est tangent aux hyperboloides ABE ei CDE, qui ont la droite 

Y . I y . 
commune E; done, sio parcourt E, le plan P’ oscule une cubique gauche K, dont 
les plans osculateurs sont les plans tangens communs aux hyperboloides nommes. 


La droite PP’ avec A, B determine un hyperboloide contenant la cubique 


auche qui doit passer par 0, 0’ et s’appuier deux fois sur A, B, C, D. Done, 


© 
Le) 


si l’on veut obtenir la cubique gauche qui passe par 0 et sappuie deux fois 


sur 4, d, 0, D, E, il laut chercher dans le plan ? une droite 4 qui soil 


interseetion de deux plans oseulateurs de A; ces plans marqueront sur E 


deux points de la courbe demandee. Ainsi. notre probleme depend de cet 
aulre. qui admet (comme on le sait bien) toujours une seule solution: 


Trouver, dans le plan P, la droite L qui est l’intersection de deux 
plans osenlateurs de la eubique gauche K, c est-a-dire Tinterseetion de deur 


plans tangens communs aux hyperboloides ABE, CDE. 

Commengons par construire un plan osceulateur queleonque de A. Il suflit 
de mener par un point queleonque de E deux droites. dont |’ une rencontre A, B 
et lautre renconire €, D. Le plan de ces deux droites est evidemment tangent 
aux deux hyperboloides, et, par consequent. il est osculateur de la courbe A 

Je suppose quon ait construit, de cette maniere. eing plans oseulateurs 
a. 2. 7. 0, 8 de A. Uela pose. on doit chercher. dans le plan /, une droite 
I, telle, que le systeme de points Lie, 3, y. 0, e) soit homographique au systeme 
E\e,2,y. 0,8. Uoncevons la conique qui est tangente aux quatre droites 


P\«. ?.y, 0) et capable du rapport anharmonique Ele, 3,y,d,: et concevons 


lautre conique qui est tangente aux droiies Pe, >,y.e et capable du rappori 


anharmonique Eie,2,y,8. es coniques, inserites au meme iriangle forme 
par les droites Pe, ?,y), auront une quatrieme tangente commune. qu on sait 
construire, par la seule regle. sans recourir au trace actuwel des coniques. Üette 
quatrieme tangente commune est evidemment la droite Z quon demandait 


y} ge \ \ R h) les int | Y # B Y A far amt gi \ 
Vbservons, enün, que les poımis &,j3u Y2 +...) DiE,,T>- islmeRBi GeUX 
divisions homographiques: deme les plans menes par ces points et par la droiie 
l. forment, autour de celle-ei, deux faisceaux homographiques. Les plans doubles 
ces faiseceaux sont les plans osculateurs de A qui resoiveni le probleme 6’ 


t onstrwire a eubugue ZUUChE 60 s UppWie EHI [Os iur 


ur 
I) |} - 
Probleme 
se droites dennees A, B,C, D. E. F 


Je suppose dabord quon demande 


“ran 


ı cudique gauche 


- 
. r N „+ ... > nm rm * nn ., .. .——n ı. 
. } I { j 

F _ Zr nnd Fi Wal ii N/ı4i suartiL tu it 


appuiee Sur les droites A, B,C,D. 


J N \ \ a. u. urn» .5 > “ „+ I 2 „>* -. he van = 
de F. Menmons par o la droite qui sappuie sur . : et la droite qui s appwie 
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sur ©, D: ces deux droites determinent un plan P. Ce plan P eontient une 


droite qui est linterseetion de deux plans tangens communs aux hyperboloides 

ABE, CDE (prob. 6°): ces deux plans langens marquent sur E deux points de 

la cubique qui doit couper deux fois les eing droites A. ... E et passer par o. 
Si I’on fait varier o sur F, le plan P enveloppe la developpable formee 


par les plans laneens communs aux hvperboloides ABF, CDF. Soit H la 
eubique gauche arele de rebroussement (eourbe euspidale) de cette developpable: 
de meme, soit A la eubique gauche oseulee par les plans tangens eommuns 
aux hvperboloides APE, CDE. 

Cela pose. il faul trouver une droite L qui soil Vintersection de deux 
plans oseulateurs de 1 et de deux plans oseulateurs de K. Ces derniers plans 
reneontrent E en deux points: les plans oseulateurs de # determinent sur F 
deux autres points. Ues qualre points apparliennent a la eubique vauche 


e 


demandee dans le probleme 7 

La question: frouver une droite qui soit lintersection de deux plans 
osculateurs de H et de deux plans osenlateurs de K admet. en veneral. die 
solutions. Mais ici il faut en rejeter quatre, qui röpondent aux droites A, B, 
C, D. En effet. soit o lun des points oü la eubique demandee coupe la 
droite F: si le plan osculateur mene du point o a la courbe // devait con- 
tenir, par exemple. la droite A, il faudrait que 0 appartint a Uhvperboloide 
ACD, et par consequent il faudrait que celte surface passäl par la cubique 
demandee. Ge qui est generalement impossible. car. si un hyperboloide doil 
passer par une cubique gauche et par deu.r cordes de cette courbe, Uhyperboloide 
est completement determine: done il ne contiendra pas une troisieme corde 
donnee a priori. Etsiles droites A, ©, D apparlenaient a un meme hyperboloide 
passant par la cubique gauche, celle-ei devrait contenir les six points oü Uhyper- 
boloide est perce par les droites B, E, F: ce qui est encore impossible. car 
une cubique gauche situee sur un hyperboloide donne a priori est determinee 
par ceing points de cette surface. 

Coneluons done que notre probleme admel au plus sw solutions. 

J’ai affirme quiil v a die droites. dont chacune est lintersection de 
deux plans oseulateurs de H et de deux plans oseulateurs de K. Je justifierai 
a present cette assertion: ou plulöt, je demontrerai le theoreme correlatif: 

Deux ceubiques gauches H, K qui n’ont pas de points communs. admettent 
dix cordes communes. (J’appelle corde commune toute droite qui coupe en 
deux points reels ou imaginaires chacune des deux cubiques.) 
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Supposons que la cubique gauche Ä soit le systeme d’une conique plane 
C et dune droite A ayant un point commun avec ©. Les cordes de la cubique 
gauche H qui rencontrent # forment une surface du quatrieme ordre, pour 
laquelle A est une droite simple. et H est une courbe double (de strietion). 
Cette surface est rencontree par la conique U en sept points. en faisan!t 
abstraction du point ou AR siappuie sur ©. Done il y a sept droites qui ren- 
eontrent deux fois //, une fois R et une fois ©. 

‚a cubique gauche H est coupee par le plan de Ü en irois points, qui 
joints deux a deux donnent trois cordes de H. Done il v a frois droites qui 


rencontrent deux fois # ei deux fois €. 

II v a done dir droites qui renconirent deux fois H ei deux fois le 
systeme C+R. Jen conelus que le theoreme est vrai aussi pour deux cubiques 
gauches. proprement dites. H, K. 

Si les eubiques gauches 7, K ont un point commun. il v a quatre 


cordes communes qui passent par ce point. 
Si H. Ak ont deux points communs a, 5b la droite ab est une corde 
commune: en outre. par chacun de ces points passent lrois cordes communes. 


Si #7, Koni trois points communs a, b, e les droites be. ca, ab sont des cordes 


In y ” > « »]1] » = i F „2 | 1 ‚ u rt. » y 
communes: en oulre,. par chacun de ces points passeni deux cordes communes. 


Enfin. si 4, A ont quatre points communs, les six droites qui les joignen! 
deux sont des cordes communes: de plus. par chacun de ces points 


deux a 
les cubiques nont pas. en general. 


passe une qualrieme corde commune. 
Mais sil v avait encore une autre corde commune. 


gaucnes 


d’autres cordes communes. 
il v en aurait un nombre infini. car dans ce cas les deux courbes 
seraient situees sur la surface dun meme hvperboloide. 

Coneluons done que. si deux cubiques gauches. non situees sur un 
. 3. 1. O cordes 


meme hyperboloide. ont I. 2. 3. 4 points communs. il va6. 9. 


voemmunes qui TE passen! Pas par Ces points. 


(In demontre aisement aussi le theoreme reneral: 
f m. m. GECE ©, /] posmts 


j } n anmef E. 7 REN 
Fi N f ] IHNEN (lt TR UOHTIK N gaAUuches (le N ordrPs 


A speeliremenf. fota! di s rardes Lommumes U 
& 
Add . Si IES PFOWUINMDES GDORHEES 
POMMMNES gi HE DAsSSseHf pas par 


4 
i 


* 
Bologne, le 24 juin 1S61 
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Ueber das Pfaffsche Problem. 


Erste Abhandlung. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 


E MT hat mehrfach darauf hingewiesen. dass die bisheriee Methode. 
durch welche man das Pfaffsche Problem zu lösen pflegt. unnöthige Integrationen 
erfordere. und durch eine andere zu ersetzen sei: als ein Beispiel dieser 
neuen Methode ist der Fall eines viergliedriseen Differentialausdruckes im 
29““" Bande dieses Journals p. 253 (Math. W. Th.1. p. 157) andeutungsweise 
behandelt worden. Aus jener Andeulung geht hervor, dass wenigstens die 
allgemeine Idee dieser Methode bereits damals Jacobi vor Augen »estan- 


den habe. 


Inzwischen ist weder in seinen späteren Publicationen noch in seinen 
nachgelassenen Papieren etwas über diesen Gegenstand vorhanden: und man 
darf daher wohl annehmen, dass Jacobi niemals Zeit oder Gelegenheit ge- 
wonnen habe, das gedachte Problem ausführlich und eingehend zu behandeln. 
Auch die grosse Abhandlung, welche in den vorangehenden Heften dieses 
Journals aus seinem Nachlasse erschienen ist, giebt nur in Bezug auf die 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung jene neue Methode. welche 
die wahre Verallgemeinerung der Untersuchungen ZLagranges enthält; nichts 
hingegen über das verwandte Problem, als dessen speciellen Fall Pfaff die 
Integration jener Gleichungen betrachten gelehrt hat. Indessen zeigt eine 
genauere Betrachtung, dass in der That die Jacobische Methode zur Integration 
der partiellen Differentialgleichungen auf das Pfaffsche Problem ganz genau 
Anwendung findet, und zwar ohne Beschränkung oder Erweiterung der Kunst- 
griffe, welche bei dem ersteren Probleme zum Ziele führen. 


Die Ausdehnung dieser Methode auf das Pfaffsche Problem in seiner 
ganzen Allgemeinheit und in allen seinen möglichen Fällen ist der Gegenstand 
der vorliegenden Abhandlung. Diese Anwendung erscheint sofort als mög- 
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lich. sobald man die Idee festhält, dass ein Differentialausdruck von 2» Glie- 
dern. der durch » Gleichungen integrirt wird. mit Hülfe irgend einer jener 
Gleichungen in einen anderen von 22—1 Gliedern übergeführt werden kann, 
welcher durch »—1 Gleichungen integrirbar ist; dieser durch eine dieser 
»a—1 Gleichungen in einen dritten mit 2”—2 Veränderlichen. der durch 
n— 2 Gleichungen integrirt werden kann. u. s. w. Aber allerdings schien es 
zunächst der verwickelten Gleichungen wegen sehr schwierig. sich eine genaue 
Vorstellung aller dieser Vorgänge in ihrem Zusammenhange zu bilden. und 
die verschiedenen Gleichungen anzugeben. von welchen die successive zu 
findenden Integrale abhängen. Dieser Schwierigkeit wurde dadurch begegnet. 
dass man sich immer den gegebenen Differentialausdruck zuerst auf eine be- 
stimmte Weise in die gesuchte Form gebracht denkt. sodann irgend eine 
andere Lösung der Aufgabe zunächst in dieser speciellen Form begründet. 
und von dieser erst wieder zu dem gegebenen Differentialausdruck zurück- 
kehrt. Hiedurch ist man der Mühe überhoben. directe Nachweise zu führen, 
welche auf sehr verwickelte algebraische Betrachtungen führen. und allerdings 
ihrerseits ein hohes Interesse haben. 


I 


Es zeigt sich. dass die möglichen Fälle des Pfaffschen Problems sich 


in zwei grosse Klassen sondern. welche beide auf die Form 
F, df, “Tr F: df — ++ — F df, 
führen. doch mit dem Unterschiede. dass in der ersten Klasse die Fınctio- 


F. f in zewisser Weise bestimmt sind. während in der zweiten eine 


nen 
derselben willkürlich gewählt werden kann: wie man denn das Problem im 
letzteren Falle auch dahin definiren kann. dass der gegebene Differentialaus- 
druck die Gestalt 
df— F,df, — F;.df; - 

annehmen soll. Die Probleme der ersten Klasse ireien im Allgemeinen be 
einer geraden, die der zweiten bei einer ungeraden Anzahl von Veränder- 
erde t 

Die NE ‘ eben die In Tr S r rsie Alase von 
Problemen; $$. S—I1 geben zwei verschiedene Methoden für die zw 
Klasse, deren jede unter eeeigneten Umständen Vorzüge besitzt Diese 
Klasse von Problemen ist noch nie allgemein behandeli worden; und is 
namentlich die ersie dieser beiden Meihoden durchaus auf ganz veränderie 


„> »# EEE I EEE ET De we = ern ı% .n 
Ansı NRUUNET 4 _ UT te uıuUur 
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In diesen $$. sind die Wege angegeben. die Integrale des Pfaffschen 
Problems successive zu finden. und zwar so. dass jede gefundene Gleichung 
zur Transformation des Differentialausdruckes benutzt wird. ehe zur Aufsuchung 
der nächstfolgenden übergegangen wird. 

In den folgenden $$. ist nur auf den Fall eingegangen, wo ein Aus- 
druck mit 2» Veränderlichen durch » Gleichungen integrirt wird. Aus der 
in den ersten Paragraphen gegebenen Methode wird ein sehr merkwürdiges 
System von Gleichungen entwickelt. Ar Gleichungen enthaltend. welches 
die z Integrale des Pfaffschen Problems gleichzeitig definirt. ohne also dass 
die Kenntniss eines Integrals zur Kenntniss der Gleichungen nothwendig ist, 


Ä n.n-1l m. 
von denen das folgende abhängt. Diese —;— Gleichungen kommen auf 


zwei Formen zurück: die eine Form, welche z» dieser Gleichungen zukommt 


und welche nur je eine der unbekannten Functionen enthält, entspricht dem 


i 2 n.n—1 xı. r 
ersten Pfaffschen System: die anderen —,— Gleichungen haben sämmtlich 


gleiche Form. und jede enthält zwei der gesuchten Functionen. Bezeichnet 
man also irgend zwei dieser Functionen durch AH;, H,, so ist dies System 
durch lineare partielle Differentialgleichungen dargestellt, die man durch die 
Symbole 

E)=% = ieh 

ausdrücken kann. 

Diese Gleichungen haben höchst interessante Eigenschaften. Denn ver- 
möge gewisser identischer Beziehungen kann man das Poisson-Jacobische 
Theorem auf dieselben ausdehnen; es besitzt jede Gleichung 

gy) = 0 
die Eigenschaft. dass aus irgend drei ihrer Lösungen im Allgemeinen die 
übrigen durch blosse Differentiation abgeleitet werden können; ebenso kann 
man. wenn in der Gleichung 
- y] = 0 

y eine beliebig gegebene Function ist. aus zwei Integralen dieser Gleichung 
im Allgemeinen alle übrigen zusammensetzen: wie dies bei den dynamischen 
Gleichungen eintritt. welche als specieller Fall sowohl der ersten als der letz- 
teren Gleichungen zu betrachten sind. 

Ein Theil der hier mitgetheilten Resultate findet sich in der Abhandlung 


des Herrn Natani, dieses Journal Bd.58. p.301 etc. angebahnt. So ist namentlich 
25 * 
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die Ausdehnung des Poissonschen Satzes im Keime dort enthalten. wenn auch 
in einer Form, welche das Wesen der Sache nicht vollkommen erkennen 
lässt. und nicht in der Ausdehnung. welche ihm im Folgenden gegeben 
ist. Ebenso findet man das Jacobische Prineip. den gegebenen Differential- 
ausdruck durch die gefundenen Integrale zu reduciren. dort angewandt. Da 
aber nicht gezeigt worden ist, wie man von den auftretenden simultanen Systemen 
partieller Dilferentialgleichungen ei» Integral finden könne. so musste a. a. O. 
die Methode nothwendig ohne Abschluss bleiben. Da ausserdem die Art der 
Darstellung und die Natur der Beweise hier eine ganz andere ist wie in der 
Abhandlung des Herrn Natani, so schien es dem Verfasser angemessen. neben 
vielem Neuen auch dasjenige nicht zu übergehen. wofür sich dort An- 
knüpfungspunkte finden. um dadurch nicht der ganzen Darstellung Deutlichkeit 


und Zusammenhane zu rauben. 


8. 1 


© 7 ” y .y . . . 
> ar inz . Pan u 
zweier Lösungen des Pfaffschen Problems auf einander. 
Du 


Dr 
_ 


Es se] 


B N,dr, — A.dr,— X, de, 
der zegebene Differentialausdruck. in welchem X,. Ä;. ... X,, irgend welche 
Functionen von 2. Ir ... 2, bedeuten. Das Pfafsche Problem 
darin, diesem Ausdruck die Gestalt zu geben: 

2 F,df, — F:.df,—---—F,df,. 
wo die F und f wiederum Funetionen der r sind. Dies ist auf mehr 
eine Art möglich: so aber dass die verschiedenen Lösungen des Problem 
aus einander abgeleitet werden können. Ich nehme an. ein Ausdruck (2. 
gefunden: man soll zunächst aus diesem einen anderen bilden 

3 B,dg, — P,dy:— + — $,dg,. 
welcher jenem gleich wird. und also eine neue Lösung des Problems an- 
eiebt. Betrachtet man dann in der Gleichung 

F df D,dy a7 D.d 

die F und f als die unabhängigen Veränderlichen. 


s y - . y B Pal ” ]  M 
chune in die foleenden auf: 
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deren jede » verschiedene Gleichungen darstellt. Aus der letzten derselben 
folgt durch Elimination der &: 
0 84... 89 
of OF, oF, 


l 
oder durch Integration: 
(5.) Ge I Br Ars fern -- Ar 
durch 77T eine willkürliche Funetion bezeichnet. Die Differentiation dieser 


Gleichung nach F; pi dann 


IT, — SE Il g;- > + IT: Se — 0, 


und die Vergleichung mit der zweiten Gleichung (4.) zeigt dann. dass 
(6.) “eier 1:6 BEE: IT p,. 
wo 4 ein unbestimmier Factor ist. Endlich giebt die erste Gleichung (4.) 


hienach sofort: 


e 


ZUR = - IT’: Ze RS ; er), 
oder weil nach h (5) 
Ka RR , DUB.» TBRERRBENEG , PROB LIE , 57, 
II gı: ET II g:; ET? Tg, ET II f; 0 


wird: 

(T.) FR =- AT fı.. R=—AITf, ... F,=-AIT fı. 
Die Gleichungen (5.). (6.). (7.) stellen die allgemeinste Lösung des Problems 
dar. insofern die Gleichungen (5.). (7.) es gestatten. nachdem man einmal die 
willkürliche Funetion /7 irgendwie bestimmt hat, die Grössen p,. 9. ...$,. 4 
durch die F, f auszudrücken. Die Gleichungen (6.) liefern dann die & 
ohne Weiteres. 

Es könnte allgemeiner scheinen. wenn man nicht blos die Determinante 

9 ‚EP ,,. CO 


“IE. . “ Os 

verschwinden liesse,. sondern auch ihre Unterdeterminanten bis zu einer ge- 
wissen Ordnung. Dann würde man zwischen den g und f nicht eine Glei- 
chung. sondern eine gewisse Zahl von Gleichungen 

I1=0, I=0, ... I,=0 
anzunehmen haben: und für die £, $& würden sich dann die Ausdrücke ergeben: 

$p; = IT y;+h, IT, y:+ + ÄA, IT,g:; 

F,= —WIhk -HIEh — - —aILf:- 
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Aber in Wirklichkeit ist dies nur ein specieller Fall des vorigen; denn setzt 


man in dem früheren 
IT Fe —n AT +hTR-+ +4, I], 


wo die A Functionen der f, $ bedeuten, so wird 


u Ä 04 ol 
= WERRTRERDT HE TR TANZ + - 
FIR 


Bi 5 


Oh, Oh, 
7 Ka 


F; = — IT f: — „IT, fı — 4), IL,f; er IT, 


Nimmt man nun an, dass statt der Gleichung /7=0 die Gleichungen 
m,=0, I;=0, .... I,=0 


gleichzeitig bestehen, so gehen diese Gleichungen in die obigen über, welche 


demnach aus dem ersten Fall abgeleitet sind. 
Wenn man aus den Gleichungen (9.) und (7.) die Grössen 9,, 2, :.. P,_ı 
und 4 eliminirt, so gelangt man zuletzt zu einer Gleichung, der man die Form 


geben kann: 


FE >) . 
’ 


a EEE FE“ F, 


und zwar ist w eine ganz willkürliche Function, da // oben eine willkürliche 


Function war. 
Dies Resultat ist sehr bekannt. Da es aber als Grundlage des fol- 


genden dienen wird, so schien es passend. dasselbe durch einfache Betrach- 


tungen von Neuem abzuleiten. 
Ich bemerke nur, dass eben diese Betrachtungen offenbar noch gelten, 


wenn zwischen den Functlionen X solche Beziehungen obwalten, dass man 


dem Ausdruck (1.) die Gestalt geben kann: 
Fudfı + Rdfp 4 Fndf., 
wo m<_n. Auch dann wird in der allgemeinsten Form 
pP, dp, + P:dp ++ P,„dp, 
dieses Ausdrucks die Function 9, eine willkürliche Function der Grössen 


F F ih 
fi» R> es Ims E p) PR 2 Zu Ze ge 


mn m 





sein, welche einer speciellen Lösung angehören. 
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$. 2. 
Successive Lösung des Pfaffschen Problems. 
Liegt der Ausdruck (1.) vor. so wird man also zunächst den allge- 
meinsten Ausdruck von Y, suchen können, 


F, F, Fa 1 


ve (ff: ey fu» F,’ BT F 
Hat man aber einen besonderen Ausdruck dieser Art gefunden, dem ein spe- 
cieller Werth von // entspricht, so kann man 

p, — Const. 

als ein Integral des Pfaffschen Problems betrachten, und die Aufsuchung von 
Pı> Pas». Pu, dadurch anbahnen, dass man aus dem Ausdrucke (1.) eine 
der Veränderlichen eliminirt; wodurch denn dieser in einen Ausdruck mit 
2n—1 Veränderlichen übergeht, der aber die Eigenschaft besitzt, durch »—1 
Gleichungen integrirt, d. h. in die Gestalt 

EEE + HE, 
gebracht werden zu können. 

Um diese Eigenschaft, welche von der Wahl der zu eliminirenden 
Veränderlichen offenbar unabhängig sein muss, nachzuweisen, kann man von 
der speciellen Form (2.) 

F,dfi+ Fdf ++ F,.df, 
ausgehen, welche gefunden gedacht wird. Setzt man sodann die Gleichung 


p, = Const. in die Gestalt 





F F, RE 
= TED N F, Rn.’ 7. ) 


und führt diesen Werth von f, in die Form (2.) ein. so erhält man: 


F, | Of ) ( ) Of | F.-ı ie on 
F, ( F. "9, ) afı Hz TE )af: + MN 736 df 








f Of F, of F, 1 of. F, | ) 
a ee ee Te er ra u 
9 Ep pre 
F F. F, 


Diese Form enthält aber in der Klammer nur 2(»—1) Veränderliche 


F, F, oo.» Fu-ı 
fi; fr» BR | ARE F’ RR’ F, ’ 
n n 











und lässt sich daher nothwendig in der Form (8.) darstellen. 
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Diese Eigenschaft führt auf den Weg. den man zur einfachsten Lösung 
des Pfaffschen Problems einzuschlagen hat. Man denkt sich zunächst den 
gegebenen Ausdruck 

XN,dr,- A,dır,—-- + A,.dr;, 
in die Gestalt gebracht: 
F,df\+ Fxdfy— ---—F,df,. 
und sucht eine beliebige Function g, der Grössen 
u a u 
ar nr 
zu bestimmen. Eliminirt man dann mit Hülfe der Gleichung %, = Const. aus 
dem gegebenen Ausdruck eine der \Veränderlichen. so lässt sich der Rest in 


die Form 


Erd + de +-- + Fidf., 


überführen. Man sucht jetzt eine beliebire Function g,_, der Grössen 


Fr fit 


Fi : Fi 
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welche. Constanten gleich gesetzt. die Integrale des vorliegenden Problems 

bilden. d. h. welche es erlauben, den gegebenen Ausdruck in der Form 
D,dg, $D,dg; us P,dg, 

darzustellen. 

Denkt man sich die Functionen %,. %:. ... %, gefunden. so sind 
während der soeben beschriebenen Operationen die Veränderlichen x in fol- 
senden Beziehungen zu betrachten: 

1. Aus g = Const.. z,, als Function von z,, 2, ..- Enz, Lu En 


2. Aus g,_, = Const., z,,_, als Function von &,, 2, ... &,_35 X: 


3. Aus g,_» = Const.. x;,_, als Function von 2; Ta»... Cu3- 
U. Ss. W. 
n—1l. Aus g; - Const.. z,., als Function von £,., 2, ... L,.ı- 


Setzt man in diesem Sinne: 





(1) r OL r . ‘ s 
AAnE > = X + An, i—=1, 2. 2 —1 
OL: 
ri- il OL 7 l ® “ s s 
2. X: X e ee 2. = 9’ »- ... An- 8. 
of 
‘ r(3) r( 2 ' OH r(- ° ‘ ‘ 
3. x® rer EEE: 
OT; 
u 
(n—1 2) , Ou42 van | 
uertrarerreerr u... a, 
CT; 


so hat man dem Vorgehenden gemäss. sich folgende identische Gleichungen 
zu denken: 
X,de, +A,de;, +4+Ä,de;, = F,df, +F;df, ++ F,df.. 
\x" dz, + X, de; en 42 „= ee dfi 4 F, df} +-+F. 
9. Ei ds, - . de, —" +2 ‚d£,.=F df, | +Fi dh” Fe + Fi df, 
u. 85. W. 


(n—1 „n—1) (n—1) 
2 Ä, | de, f =F, df, . 


An—1lj ‚(n—] 
X dat‘ de 


und aus diesen identischen Gleichungen die Bestimmungsweise folgender Functio- 


nen aufzusuchen: 
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793 


(1) 


E Ba Inf oa 
fi = I =” 


Ich werde nun zeigen. wie dieselbe aus den Gleichungen 9.) einfach her- 


vorgeht. 


Weise 
befolrende Methode deutlicher ans Licht 'reien zu 
zunächst die Aufsuchung von g, besonders zu 


erste Pfafsche Svstem führt 
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Br.) 
or; \or, I? or, Pe: a h) 


oF,/ofı of © 
Bu —( of FE Ir. ...— fr .)\ _ 0. 


en Fa “| ne u ? N 
or; \Or, or, Or, 


Diese Gleichung stellt 22 verschiedene vor. welche in Bezus auf die 2» Aus- 


drücke 
oF, oF; z oF, ’ F 
or Be .* Or, Tin 
( ofn ofi en ofi u ) 
ar dt tt Een 
O4 O4 > OXIH 


linear sind und zwar so. dass die Determinante ihrer Coeffieienten 


/ + __ Rh ,, h__OF,__OF, öF, 
m ow, or, OL, Or, Ox, Dan 


wird. Wenn also diese Determinante nieht verschwindet. so lösen sieh die 


obiven 2r Gleichungen in die folgenden auf: 


| oF; oF, c F; y 
14-24 + 2,4, = 0. 
or, OL, OL 
14. . a . 
of} ofı of 
Pe A: ER Lar 0. 
ca or, On 


Was die fraeliche Determinante betrifft. so ist leicht zu entscheiden. ob sie 


verschwindet oder nicht. Denn man kann 4 auch in der Form darstellen: 


ne . 


J 2+ . = 
Ln \ C n+-1 J } CL, 2 # n OL’n r 


u: - - oT, 


oF, OF, OF, f of, \ ( of; \ [ of. \ 
o Ir 


Multiplieirt man diese Form mit der vorigen. so erhält man nach einem be- 
kannten Satze. den bereits Herr brioschi in dieser Ari angewandt hat. eine 


Determinante. deren Elemente die Grössen 


or, af, : ar, Af, or, öf, AM, Sf, 


F 


or, OL; or, OL. CE Or, OT or, 


sind: so dass also 
15.) S = Ztaın-..@ 


in,in 


So ist das Verschwinden von 4 auf das Verschwinden einer bekannten De- 
terminante zurückgeführt. Ich nehme vorerst an. dass dieselbe nicht ver- 
schwinde. Auf den entgegengesetzten Fall komme ich weiter unten zurück 

Es bestehen also die Gleichungen (14.). Aus der ersten derselben 
26 * 


, 
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folet noch: 


Dies. verbunden mit den Gleichungen (14.). zeigt. dass die Lösungen der 
Gleichung 


[elt 08 
u 


foleende sind: 
B- 


F, 
mithin ist die gesuchte Function g„ eine beliebige Lösung dieser Gleichung. 
Dieselbe führt. wie man unmittelbar sieht. auf das erste Pfaffsche System. 
indem hiernach g, ein beliebiges Integral des folgenden Systems vollständiger 
Differentialgleichungen ist: 


de, : der :.. 2, 


Y’ 17 
IıM ı7y st vr, En nn Fr nr 
it ı til IL allE au 


il 0 

. . „ . 

ınıp„»#t no Art yyYır nrYY 

ALLiL ver - .s Ze z= ci 
. 


> 
... u 
Mm DD i>t. 


— 
Ich werde jetzt eines der anderen Svsteme 9.) betrachten: oder. 
semeiner. die Aufgabe behandeln. einen Ausdruck 
ID. A,dr, | A,dr; a 5 ’* Er. 


. h A E23 3° . > . n > nn 2 “un N 
en dessen Üoefheienten die eeeieneten Beziehunsen stattfinden. 


P.dg, - P$;dg; -—D,dg ı 


wo 2m <p. Es wird genügen. etwa die Function %, zu finde: 


denn ist dies eeluneen, so kann man mit Hülfe der Gleichune 


1; 
vn 


a 
j 4 


etwa z, eliminiren. und hat dann nach $.2 die Aufgabe auf ei 
rückgeführt, bei welcher sowohl p als wm um Eins vermindert sir 
a x 13 x Y. r x 1alnıra Beha Ilnır zirgtintt nt 

ame r Ä It RT anal ge I: nanuliung Le ET 


Denken wir uns den Ausdruck ‚15. auf irgend eine Weise a 


FE >» = F >. 
J d 24 
14 un £ nn im 
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vebracht. so ist 9, eine beliebige Function von 


B F F, F 1 
fi» fr» zw F- PR F,. .0.. 


m 


und es kommt nur darauf an. eine solche zu finden. Die Gleichsetzuns der 
Ausdrücke (15.), (16.) führt aber zu folgenden Gleichungen: 


> i i m = 


Or; 


_ r v of, ! hl of, j hl of, 
ı x = Flbıır'%bı..ır Ir 
(17. 4 1 2 
or, 


Or. 
ı 


wo ö die Werthe 1. 2. ... p zu erhalten hat; und aus diesen folet ferner 





Ä X 0X Or ‚aM a, om öf 
dl k a ee une Zu = ne er ah _ — —_—. he .- T = n - 
\ 18. / \ n no n r n 
_oF, of _OR oh _ OFn Of 
\ Or. or, Or. Or, or. Or 
14 ı [4 I h 


Seien jelzt Ay. Aa. ... A irgend 2m verschiedene Indices aus der Reihe 
1. 2.... p, und bestimmen wir p—2m+-1 Grössenreihen 


2ı= Sau in San 

„U, zW, _(1) 
N > . * ” Yon 

„(np —?m) „(pP —?m) „(pP —2m) 
N >) u 9 2 . 5 A je “ 


so dass die erste Reihe den Gleichungen genügt: 
U ,k, 3 4, k 27T ..--(, 


2,K, zm,k, 


A, 370%, Zt ta 


19.) Zm,Kk. m 
(De m Li er en Lirar Tr Ayım,k,, 2m PR Au 
jede der anderen Reihen, z. B. 
(h) (h) _(h) 
21 . 2,9 .. . Im ® 
aber einem Systeme folgender Art: 
() . Ba | 
x 2, 1 dy x, Zr u Ay ce Aymtnk ° 
(h) | u () 
‘20 Gr 21 T4Agx 2, 4 —Agnk, ni ee  Agmtn,k z 
(h) (h) RM 
mn r4,, 2 FT Ag ,K,, 2m = Agmtnk,,' 





Mit Hülfe der Gleichungen (17.), (18.) verwandelt sich das erste dieser Systeme 
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ın foleendes: 
k ?m a * 
—1 Or, cr, 


» 
cf; e oF, mr oF, ) ! oF; F | 
. .. DE. eig De era De re | ;) . 
or, cr, or, or 2 


Im 
wo dem Index %k der Reihe nach die Werthe A. k. ... 4, beigelegt wer- 
den müssen. Schliesst man nun. ganz wie im vorigen $.. vorläufig den Fall 
aus. wo die Determinante 


BF 8, OF, 


OLlm Olm- OL Im 


verschwindet. so löst sich dieses System in die einfacheren Gleichungen au! 


of; of, of, 


= 0, 


or, "oa, 


SF SF, 


-] 


“1 


rn 


or ” OL, 

\us der letzteren folet noch. dass auch 
F; 

a 


oz, 


oO 


ınd man sieht daher. dass der Gleichune 


og 


CH 


“i 


| Ausdrücke 
F, | F 
f ” = > 0 . m . F - F. - F 


oemüpen: woraus weiter sich ergiebt. dass die allgemeine Lösung der Glei- 


chunz 21.) ist: 


ganz ähnlicher Weise seht das System 20.) mit Hülfe der Gleichungen 
IS.) über in: 


” ” 
[ 


z| 


| 0. 


wo wieder # die Werthe &. &.. i,. erhalten muss. Und wenn -/ nich! 
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verschwindet. löst sich dieses System in das folgende auf: 


2 . La n N 
„(h) of; i. ai) of; ı „(h) of, of; 0 
= n ©, Fo I Re We Me I Fr - 
N} or, 2 or, 2m CT, OT, n 
u "m m l 
N Yy 2 Y = v = y 
a u: > 
l or, i 2 Or, 2 ' Im Or, ' OX,,, j 2 
Man erkennt hieraus. dass die Gleichung 
Br TEL ETT 0° 0 
\ / l or, ’ 2 Or, Im OLrm OX,,. 
erfüllt wird. wenn man für g eine der Funetionen 
fı» fr» +7 . Fu Fi F,. . .%. F'. 
einsetzt. und dass also 


die alleemeine Lösung der Gleichune (23.) ist. 

Vergleicht man nunmehr die Gleichung (22.) mit den p - 2m Glei- 
chungen. welche (24.) für die verschiedenen Werthe von %h darstellt. so zeig! 
sich. dass es Functionen eiebt. welche eleichzeilie unter alle diese Formen 
fallen. und also simultane Lösungen der Gleichunsen (21.). /23.) sind. Die- 
selben dürfen wegen der Gleichungen (24.) die x nicht mehr explieite ent- 
halten. da jede jener Gleichungen die Abwesenheit eines der .x fordert. end- 
lich aber können der Gleichung (22.) wesen nur die Verhältnisse der F darin 
vorkommen. Die allgemeinste simultane Lösune der Gleicehunsen /21.). 23 
ist also 


4 II(fı- f- es En F„ . F. ai FR, 


Dies aber ist genau die gesuchte Funelion. deren Kenniniss dazu dient. den 
vorliesenden Differentialausdruck auf die nächst einfachere Form zu redueiren. 
Man hat also nichts zu thun, als irgend eine simultane Lösung der Gleichun- 
sen (21.). (23.) zu suchen. Es entsteht die Frage. wie dies bewerkstellig! 
werden kann. 

Ich bemerke zuvor. dass es offenbar gleichgültig sein muss. welche 
der Indices 1. 2, .... p man als Ä,. Äy.... A, zur Bildung der z verwendet: 
so wie dass es ganz gleichgültig ist. welche der Veränderlichen man dureh 


die Indices 1. 2, ... 2m gewissermassen von den übrigen sondert. Dass 


dies wirklich so sein muss, liefert eben die Bedingungen. unter welchen der 
Ausdruck 


Ä, dx, + Ä, dx; Sf - A, dx, 
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ın der Form 
F,df, + Fıdf: — u F,„df, 


darstellbar ist. Es ist nach dem Vorhergehenden leicht. die übrigens bekannte 


’orm dieser Bedingungen abzuleiten: was ich um so mehr übergehen kann. 


als die Aufstellung derselben für das Folgende ohne Bedeutung ist. 
Im Vorigen ist der Fall ausgeschlossen, in welchem 4 verschwindet 


leicht zu zeigen. wie man diese Bedingung auf eine zwischen den X 


Ss ısl 
©; eine Reihe 


stattfindende Bedingung zurückführt. Sind nämlich «,. «;. 
von 2m verschiedenen Indices aus der Reihe 1. 2. ... p. und setzt man 


c [ { © f; 


E+- 


öF, 


OK 
so ıst mit Hülfe der Gleichunsen  1S.' nach einem bekannten Determinantensatze 


II = zt+ra, .a 3 


-«+i- 


J verschwindet. so müssen alle Determinanten dieser Art ver- 


i 


Nenn also 
schwinden. bei denen eine Indicesreihe die Reihe 
Br 2m 


. 


ang I: . e) R ?’aıha 
ISi. Wwaüurend die andere Reihe 


jede beliebire sein kann 


\ .o » 
“ siL siCı, 


darin. eine 
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Man weiss dabei im Voraus. dass es immer 2m soleher Functionen 


An fr» oo... F F,. 2. u F'. 


giebt, mit deren Hülfe die allgemeinen Integrale der einzelnen vorlierenden 


zu finden. 


Gleichungen bezüglich die folgenden Gestalten annehmen: 


F F RE \ 
oo = w( © — ,—,..—,02.:% Inn: u ) 
f , fi f: fm; F,. ’ Fi Pi . ade alien . ' ? . 
Y Y 7 
4 ns v(fı- fr» ME! U Fı, Pas ... F_ 1» m Lim+?s ed, 1» D, J) 
Y y y v 
P, - Pr; F.- 1» Lim l 19 Ws DL, 1 T, “ 


Y — Wlfıslay --- fa; 


» Y a . 
(£ m, _ Im fi “ fi - .% Fais Fr. Br. ..e. F', 1» Lam 119 Lam 2a so T, |» F'. 


3 


Unter diesen Umständen liegt es nahe, die Funectionen fi. fi» --- fa» Fı- Fr. ... F,, 

sich als bekannt vorzustellen. und sodann als unabhängige Veränderliche in 

den obigen Gleichungen die Grössen 
en ae 


einzuführen. Die vorstehenden p—2m-+-1 Ausdrücke von % werden dann 


offenbar einzeln die allgemeinen Lösungen folgender partiellen Differential- 
gleichungen. in welchen die unter den Klammern ausgeführten Differentiationen 


sich auf die neue Wahl unabhängiger Veränderlichen beziehen: 


(SE) NE), 
xcF "\oF,/ ’ On 
SER SER... a BT, Ko: THE, op/ om, N OP f OLm 
a 
0 . ef ur DR °Y OL, N eu 
(5) Om Om, dam? a OLrm+r 7 ÖLrm \ 01 / 
o—-(_%_\ 4 ög GN rom, N ; . 


Diese Gleichungen müssen mit den oben angegebenen bis auf gewisse Factoren 
über: instimmen: und man sieht auch, dass diese Factoren für die letzten p — 2m 
Gleichungen nur 1 sein können, da sowohl in der neuen als in der ersten 


R 6 or RR 

Form die Differentialquotienten — _. —, .... den Coeffieienten 1 
OLim+1 OL2m+-2 

haben. Bezeichnet man für die erste Gleichung den unbekannten Factor, 


welcher beide Formen unterscheidet, durch «, so hat man demnach folgende 


Gleichungen: 
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_ 2° PN , OpN\, ( Op ) 
Aly] = u (R(Z#)+F. rt dr.) 
1 
OLrm +1 , 
( Oy ) 
OLrm +2 , 


AR) [g] — (7). 


Or, , 


Bezeichnen wir jetzt durch 


AOL Lg] 
denjenigen Ausdruck. welcher entsteht. indem man die Operation A'” auf den 


Ausdruck A[y] anwendet. oder indem man in A®”[g] an die Stelle von % 
den Ausdruck A] treten lässt. so erhält man Relationen. welche noth- 
wendig von der Wahl der Veränderlichen unabhängig sind. und also auch für 
die ursprünglichen Formen jener Operationen gelten müssen. Sind ö und k 
irgend welche der Indices 1. 2. ... p—2m. so ist immer identisch: 

26.) APTAPTETI- APLAPTG]] = 0. 
Durch Verbindung der ersten Operation mit einer der anderen gewinnt man 


aber die identischen Gleichungen: 
27) ALAPEN-APLAgGI - 


Obgleich diese Gleichungen bereits zur Begründung der folgenden Integrations- 
methode hinreichen. so ist es doch zweckmässig. den wirklichen Werth des 
Factors « aufzusuchen. was folgendermassen geschehen kann. 


Bezeichnet man durch D die Determinante: 


D m S+ta; Ay ü, 0 dam ins 


welche sich nach $. 4. in die beiden Factoren 





auflöst, so ergiebt sich durch Auflösung der Gleichungen 19. 


D Sı = X, 
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oder indem man bemerkt, dass 





Y Fe of, 
4 k Bez SF; 7 ne. 
OL, 





zu setzen war: 





oO ä a 9 n WT, 
AB. = ZZIE,F, h (84 64 I. HERE. 
.s ii 0 u r - Rn - - B - - 
u oO OF, ( Ofo ( oF, = of; 
— . — Fee nn - 
OL, d Or, Or, OL, 
7 I A; 


wo die erste Summe von ?i=0 bis i= 2m, die anderen beiden von 1 bis m 
zu nehmen sind. Es ist aber 
ar of, | o4' 


Or,. oF, 
hy 6, ER, 


u | 


OL, 
kr 


unter allen Umständen gleich Null: und 
of; ofJ' 


“; ade 
GB on DM 
u: 





coH, 


nur von Null verschieden. wenn 4=0 ist. und in diesem Falle ist es gleich 7°. 
Die obige Gleichung nimmt also mit Uebergehung des Factors .7' die Gestalt an: 


a 
AI .2;, — SS F, ör, ° 
© E. 
OL, 
aus welcher beiläufig die willkürliche Indicesreihe A,. A;, ... A, ganz ver- 


schwunden ist. 

Betrachtet man nun, wie oben geschehen ist, die Grössen £,. £&;. ... 2,, 
als Functionen von fi. fas - -: fas Fi» Fı. ... F,„, und schliesst die in diesem 
Sinne genommenen Differentialquotienten in Klammern, so wird bekanntlich: 


( OL, ) u 1 oA 
IF. 7 oF, 
OF, A „ Fı 

OX, 


und daher ist 





m or, dx, BEN 
w® iR (zF) ‚ NE 0 () 


Bildet man also jetzt den Ausdruck A[y], so kommt: 
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Irl<eNıp( EN. 
' N cF , ö U e / POP ) 


Aus dieser Gleichung folgt. dass der im Vorigen unbestimmt gelassene 
Factor u den Werth —1 hat: und demnach geht die Gleichung (27.) in die 
einfachere Gestalt über: | 

> Tas . AUT 3 m AUT eo u 

238. ATAY[gIJ-AP”[Aly]] = 0. 


eine Beziehung. welche sich den Gleichungen ‘26. vollkommen anschliesst. 


N 
N 2 
] 


. y » y . y * .ı I ..% . ] . . 
.y..;? ın In y „nt pr y y . ı! tr in n „+ ‚llarn + ran® eloınhırı ” ö 
Interration der eelundenen sımulilanen partıellen hiierentialgleichungen. 


Jacobi hat den Weg angegeben. auf welchem man ein gemeinsames 


Integral eines Systems von Gleichungen 


Ag 0), 4 > (pi: 0, Ar g! 4, 


aufzusuchen hat. sobald dieselben den Gleichungen 26... 28. genügen. so- 
bald es also nicht möglich ist. aus denselben durch Differentiation neue Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung abzuleiten. 

Zu diesem Ende sucht man zuerst ein Integral irgend einer dieser Glei- 
chungen auf. Ich will annehmen. man kenne ein Integral w der Gleichung 


tig] = 0, 


Diese Gleichung wird sich im vorliegenden Falle immer deswegen zur Unter- 


i 


empfehlen. weil sie nur auf ein System von 2m —1 gewöhnlichen 


eleichungen führt. während jede der anderen auf 2m Gleichungen 
Man kann saren. dass w ein Interral einer Gleichung 2m—1)'* Ord- 
nung vorstellt, auf welche man jenes System zurückführen kann. 


Da auf diese Weise identisch 


i i . i . .- . . - ._ 5 2 } m: ] 
d.h. wenn w eine Lösung der Gleichung . — 0 ist, so ist auch A w 


eine solche: mithin auch A" [A w at Setzen wir der kürze wegen 
A" 


AMTeT] = y etc 


- 


Da es unmöglich mehr als 2m=—1 von einander unabhängige Lösungen der 
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Gleichung A[y!—=0 geben kann, so führt die Fortsetzung dieser Operationen 
unfehlbar auf eine Function w‘“, welche sich als Function der vorhergehen- 
den darstellen lässt. so dass 
vw. HiywW,..y#), 

wo /T zwar noch Zynyıs Timi2s +: £,, aber nicht mehr r,. 22. ... 2,„ ent- 
halten darf: und zwar ist « höchstens gleich 2m —1. kann aber ebensowohl 
kleiner sein. 

Man kann jetzt untersuchen. ob es eine Function y von w, w, ... wi) 
giebt. welche zugleich die Gleichung A|] befriedigt: dieselbe kann noch 
Iomiis Pamirs «+ 7, enthalten, aber z,. ©. ... x, sollen explieite nicht mehr 


darin vorkommen. Ist % eine solche Function. so wird 


0 = 49] 





> u 79 Ä a or 
z EG ni . ai ii 3, a zu ie ..” t ER-77 
u or r C T, Pr ( ln c Tim +1 
z N > / Rp re ' h ( 1) 
a m ((- vw > ER ben Mens | f_9r Nor 
au m { + 2 - _— . ... + I — } 
z ir ann or, ‚ \ow'/ or, ' 1 \om u—l) , LI 
og a owW =) op / Of \owt— 
_„(d) > safe er Sees Eee | 
j wo) \ ow © T, R f pi“ 1) J OT, 
1 20) (( FEN Fra af FE 1). | F— PORT AU. U ai ) 
"om \ coWw / OT ?r u. %- \r up‘ P . / ( Lim 
| / c N SE. Oo 1) £ rn: 4 vi; © u | - y \ r ft 4 1) ( og 
[ \ r: IE r: En f ı N u / or ER . \owf } 1) ) rs XL } f T> j / 


wo die in Klammern FERNE NO UNOEM Differentialquotienten sich auf die 


' (u—1) 


Vorstellung beziehen. nach welcher y als Function von w, w, ... w, 
Tami?r »-: 2, betrachtet wird. Nach der Definition der w giebt aber 


2m-+-1*® zm-— 
el CH \ Ct \ 
)W +5 )V" ae fl # Es Jay) 4 (_ E. 
\ u / 
\oylta—l), Olram+1 ? 


ot CH 
= (- 2.) ale Fe TI Pe — "—)NM +( / ) 
2 un Now! e uE OL2m 1 


Da in den Coefficienten dieser Gleichung die Grössen &,. 25. ... 2, explieite 


To 


Obiges sogleich 


0 — Ag] — && 








nicht mehr vorkommen, so giebt es wirklich eine Function % der verlangten 
Art. und dieselbe ist dann eine simultane Lösung der ersten beiden Glei- 
chungen (25.). Die obige Gleichung aber ergiebt y als Integral des Systems 
von «u gewöhnlichen Differentialgleichungen: 





dıy ) dv u dpa) 
—— =ay, ——=ey", ... <= My... Dem)» 
dorm+ı1 z dom nr 2m-+4-1 
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oder der Differentialgleichung «' Ordnung: 


ie, | as. 
v, 2, —, et TEN | 


Arm +1 Arm 1 dat! 


2m-+l1 


Ist ein Integral dieser Gleichung: 


/ dw dw ae ’ 
‘2 v, u re nr. "ru AO DIRREIN. A0R OUHDR er) — Const., 


drzm4ı de, 
+ -Nn-+ 


(u—1) 
.w b) LT 7% Dh 


die gesuchte simultane Lösung der ersten beiden Gleichungen |25.). 
Betrachtet man insbesondere diese Function als Lösung der ersten 


Gleichung \25.). so kann man offenbar aus derselben auf ganz dem näm- 


lichen Wege. wie hier eine simultane Lösung der ersten und zweiten ge- 
funden wurde. eine simultane Lösung der ersten und dritten finden. welche 
der zweiten Gleichung dann ebenfalls genügen wird. Und so kann man 
allmälig zu einer Funetion aufsteigen. welche auch noch der dritten. vierten, 
etc. der Gleichungen 25.) genügt. und endlich zu der gesuchten simultanen 
Lösung aller. wodurch denn die Aufgabe erledigt ist. Man hat dabei der 
Reihe nach p— 2m Hüllsgleichungen aufzustellen. deren Grad den (2m —1 
niemals übersteigt. und e’a Integral einer jeden zu suchen. Da zunächst die 
‘Kenntniss eines Integrals der ersten Gleichung erforderlich war. welches 
Ordnung 


1 


vorge- 


ebenfalls von einer gewöhnlichen Diiferentialgleichung 2m —1 


abhängt. so bedarf man im ungünstigsten Falle je eines Integrals von p— 2m 


Ditferentialgleichungen 2m —1)'“ Ordnung. um die Function f in 


schriebener Weise anreben zu können. 


». * 
> 
; & -i 


, } P 5 I } 
demnach folzende. Ist 
\,dr, — A,dr; 
en ' > = . 2% .) ı m m a, tam 
achst das ın 8. 9 anrerebene Svstem. 


” y } yy, y, l ns „| ng 1 ] " . 
der gegedene Ausdrux N. SO bilde man zun 


Iahas Im ıım Harantialrlaiahn r *), ? m,T . ran P n 
weiches einer Differentialgleichung 2»—1)"*" Ordnung entspricht. Ein Integral 


derselben sei 


Const 
sin % 


“r y  . “ r . . = 
ey) y 22 pet Ir) y y, 2 ....>’ .. ty .; a On > rn rn? 2 - - — nam ;n 
Eliminirt Q U „ mid ulle aleselI ieilciunrs aus dem g2geredenen 
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Ausdruck, so geht derselbe etwa über in: 

rw (1) I Ze 

X, d, + A, da, + +++ 2 ‚dx,, i 
Indem man auf diesen Ausdruck die Methode der 88$.5.. 6. anwendet. wo 
m=n—1l, p=2n—1 zu setzen ist, gelangt man zu einer Function g,_1. 
welche gleichzeitig 2 partiellen Differentialgleichungen &enügt. und zu deren 
Aufstellung man je ein Integral von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen 
kennen muss. von welchen eine von der (2»—3)“" Ordnung. die andere von 
oleicher oder niedrigerer Ordnung ist. 
Mit Hülfe der Gleichung f„_1 = Const. eliminir! man jetzt r,,_, aus 


dem bereits redueirten Ausdruck. wodurch derselbe in 


r(?) r(?) r(?) 

A, de, +Ä;, dr, = + X dt, 
übergehe. Setzt man in der Methode der $$.5.. 6. m =n—2. p = 2n—2, 
so findet man zu diesem Ausdruck eine Function %,_,. mit Hülfe je eines 
Integrals von 3 Gleichungen. welche höchstens bis zur (2”—5)"" Ordnung 
ansteigen. Mit Hülfe der Gleichung %,_, = Const. eliminirt man &,,_, u. s. w. 


So gelangt man endlich zu einem Ausdruck: 


s(n—1) ; ‚(n—1) f z(n—1) 
X da, +Ä, dx, mee+-N, 1 0 


1 
Indem man auf diesen Ausdruck die Methode der $$.5.. 6. anwendet. hat 
man p=r+1, m=1 zu setzen. Es findet sich dann eine Function g,. 
welche gleichzeitig » verschiedenen partiellen Differentialgleichungen genügt. 
und durch Integration von ebensoviel einzelnen gewöhnlichen Differential- 


gleichungen erster Ordnung gewonnen wird. 
Die Gleichungen 
g=Const., 9,,=Const., ... 9 = Const. 


geben dann eine Lösung des Pfaffschen Problems. Im ungünstigsten Falle 
bedarf man zur Auffindung derselben die Kenntniss je eines Integrals von 


1 Differentialgleichung (22 — 1)" Ordnung, 


2 - - 2n— 3)" - 
3 - _ (2n 5)" = 
n e. z ya es 


Die gewöhnliche Auflösung des Pfaffschen Problems fordert die vollständige 
Integration von je einem System der (22 —1)'". (2n— 3)", ... 1” Ordnung; 
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oder wenn man will. die Kenntniss je eines Integrals von 


Differentialgleichung 2%» — 1," Ordnung 


| 
| 2n— 2,” 


202 -—-3) 


MEN — JEDEN Be u u. aim. 
voriıezgende Methode die einmaäilze 


ttıaleleıchunren zerader Uränun 
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S. 8 


Indeterminirter Fall des Pfaffschen Problems. 


Es bleibt übrig. diejenigen Fälle zu untersuchen. welehe im Vorher- 
gehenden ausgeschlossen wurden. Diese Fälle sind nur scheinbar oben als 
Ausnahmsfälle aufgetreten. Dieselben bilden in Wirklichkeit eine besondere 
Klasse, welche von gleicher Allgemeinheit ist. wie die im Vorieen behandelte. 
und zwar so. dass bei einer geraden Anzahl von Veränderlichen im Allge- 
meinen der oben behandelte Fall. bei einer ungeraden Anzahl der andere 
auftreten wird. Diese zweite Klasse von Problemen. welcher bisher nur se- 
ringe Aufmerksamkeit geschenkt worden ist. fordert eine ganz andere Be- 
handlung wie die vorhergehende. Indem ich den analogen Gang einschlage. 


werde ich zunächst den gegebenen Ausdruck 
A,de, + Ad, + -+A,dk, 
auf irgend eine besondere Weise in die Form 
Fdf-+-F,df\ + F,df, 


gebracht denken; und ich nehme an. dass es nicht möglich sei. den Ausdruck 
in einen anderen zu verwandeln, welcher eine geringere Anzahl von Termen 
enthielte; wobei denn jedenfalls y —>2(m+1). Es soll die allgemeinste ähn- 
liche Form gefunden werden. welche dieser Ausdruck annehmen kann. 
Die Bedingung, welche zum Unterschied gegen die früheren Fälle hier 
eintreten soll. besteht darin. dass die Functionaldeterminante 
wu 95, u 


OL, 023 or, O2, 0%, Or, 


unter allen Umständen verschwinden soll, welche Zahlen aus der Reihe 1. 2....p 
man auch an Stelle der Indices «, 7, ... z treten lässt. Denn giebt es nur 
eine einzige derartige Combination. für welche die Determinante nicht ver- 
schwindet. so kann man immer die Methode des $. 4. anwenden. indem man 
die beiden dort benutzten Indicesreihen. mit der in Rede stehenden zu- 
sammenfallen lässt. Verschwinden aber alle Determinanten, so existirt zwi- 


schen den 2m-+2 Functionen 


FEN ER, .-.. 3 


eine Relation, welche keine der Grössen z mehr explieite enthält. 
Journal für Mathematik Bd. LX. Heft 2. 23 
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Hingegen darf es niemals vorkommen. dass sämmtliche Unterdeter- 
minanten erster Ordnung der angeführten Determinanten verschwinden. Denn 
alsdann würden zwei dergleichen Relationen bestehen: man könnte etwa f 
und F durch die übrigen Functionen ausdrücken. und demnach auch den ge- 
ebenen Ausdruck in einen anderen verwandeln, der nur m Glieder enthält. 
Dies ist der gemachten Voraussetzung entgegen. 

Das Verschwinden der angegebenen Determinanten ist aequivalent Jamit. 
dass in dem Svstem 

Ad, Ay 
0 (d;, 


(A; 


d, dl, d;, . . . 0) 


sämmtliche Unterdeterminanten gleich Null sind. welche aus (2m-+-2)’ Elementen 
zusammengesetzt werden. Denn nach $. 4. ist jede solche Unterdeterminante 
entweder das Quadrat einer der erstgedachten Determinanten oder das Product 
von zweien derselben. Hingegen führt das Produet von zweien ihrer Unter- 


determinanten erster Ordnung immer auf eine Unterdeterminante des obigen 


Systems, welche nur aus (2m -+-1)’ Elementen zusammengesetzt ist. Es wür- 


den daher niemals diese letzteren Unterdeterminanten sämmtlich verschwinden 
dürfen. 
Man kann sich also den gegebenen Ausdruck in die Form 
Fadf--F,df\, ++ F,df,, 
zebracht denken. wo zwischen den Grössen F, f eine. und nicht mehr als 
eine. Beziehung besteht. Auch muss diese Beziehung jedenfalls eine der 
Funetionen F enthalten. da sonst der Ausdruck sich in einen mgliedrigen 
würde überführen lassen. Sei also die gegebene Beziehung: 
F —— rif, fı- fr ..o Ei F.. ARE F). 
Die allgemeinste Form. welche jener Ausdruck annehmen kann. sei 
Pdy-—- P,dy, + P,dpa- 
Betrachtet man nun als unabhängige Veränderliche f, fi» fi» --: fa» Fı- 
Fi. 2... Fu. Lomirs --- 7,, So giebt die Gleichsetzung beider Formen folgende 


Gleichungen: 
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« 


DW B-—I_ı8. _ en Jh _ OF m 


\ Sun "of 
PTR og of, | Ofm 
a Br. 1 ie Lucca en 
\ 1.) ' Fi I of, Pi of, P, of, z 
| F\, .- op Fr. u D, IN F op Mi + 
Ofm C We | C / 
F 42 Y 
= #18 
\ oF, P, oF, ”. of 
1. | 
BP. 
0=»# oF,, PD, OF. PD. r 'F,, 
= »- . cd . ch u. 
\ OL 2m OLim-+2 | "oa 
IM) |... 
0 — M.:: AR Mi D, ui rn = suedi. OF m 
| OD Or, on 


Durch Combination der Systeme (1.). (III.) erhält man verschiedene Functio- 
naldeterminanten. welche verschwinden müssen. und welche ausdrücken. das: 
eine Relation existire von der Form: 


If; fı» 3 --- ms P> Pır 23 + Im) = 0. 


durch ZT eine willkürliche Function bezeichnet. Dann aber ergiebt sich: 


»=3iHo, F=iRos.:--:- AeiNg,; 
und aus den Gleichungen (1].): 
?=—ilIf, R=—Alf, -.- F=-UTf. 


Der Fall. wo statt der Gleichung /7=0 mehrere ähnliche Gleichungen neben 
einander bestehen. lässt sich leicht beseitigen. wie in $. 1. 

Aus den vorliegenden Gleichungen ergiebt sich, dass. wie auch über 
die willkürliche Function /7 verfügt werden mag, jedenfalls %, 9. ... $„. 
P,&,,... &,„ Functionen der f und F allein werden. ohne noch die x zu 
enthalten; und dass ferner, da // noch beliebig war, für eine derselben jede 


beliebige Function von 


EN a PB 


gesetzt werden könne. 
Unter den speciellen Formen wird man daher eine solche wählen 


können. für welche der Coefficient eines Differentials gleich 1 wird, oder 
28 * 
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die Form: 


(29.) df+F,df, + F,df ++ F,df,. 
Diese Form werde ich im Folgenden zu Grunde legen: und, indem ich mir 
den gegebenen Ausdruck in diese Form gebracht denke. die Functionen & 
und g aufsuchen, durch welche derselbe auf allgemeinste Weise in die Form 
(30) dp+P, dp, + Pdp + ++ P,dp, 
übergehen kann. Die oben angegebenen Gleichungen für den Zusammenhang 
der allgemeinen mit der speciellen Form sind dann, da ? und %# gleich 1 


gesetzt sind: 
II Iis [a3 ++: Ins 9 Pr Pas: 9m) = 0, 

= 32, Be Is so ei Me 

I=--aff, Es. -:..:. R=-AMf.. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich noch die Beziehung 

IT’yg-+-IIf=d, 

d. h. in // dürfen die Functionen f und g nur in der Verbindung %—f vor- 
kommen: und alsdann kann man jene Gleichungen durch folgendes System 


ersetzen: 


Io-F,lhs hr + Tas ir Par + a) = U 
p 


D, — Ip a, — IT, II',. 


TMo—-N’ ° M@-N’ If)’ 

IT IT'f 4 IT’ fi 

R=- ge Beginn 
Wenn man aus diesen Gleichungen 9—f, 91» Sr» - :- Pas Pı, 
$,,..... 2, eliminirt, so bleibt eine Beziehung zwischen g„, fı- fi» ::: fa» 
F,. F:, ... F,„ übrig, welche vollkommen willkürlich ist, da /Z ganz will- 
kürlich sein konnte. Der allgemeinste Werth von y, ist also eine willkür- 
liche Function von fi> fas --- fm» Fıs Fr, --- Fu. Auf diese Eigenschaft lässt 
sich die neue Methode der Behandlung des vorliegenden Problems gründen. 


Denn ist etwa eine Function 
ae fl Frr Fu) 
gefunden. und eliminirt man mit Hülfe der Gleichung Y, = Const. oder 
Fe hr a A an a) 


eine der Veränderlichen aus dem gegebenen Ausdruck, so geht derselbe in 
einen anderen über, welcher nur p—1 Veränderliche enthält, und die Form 


(1 1 „1 1 j (1) 1) 
df® + FD Af + Fi dfi +++ Fl) df.., 





m 
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annehmen kann. Sucht man daher wieder eine beliebige Function 


(1) (1) (1) x(1) (1) (tl) » 
Fn—ı an II (fi I: 1 En  E m 1» F, BE * “ na l . 


und eliminirt mit Hülfe der Gleichung 
Pmi = Const. 
aufs Neue aus dem schon einmal transformirten Ausdruck eine der Veränder- 
lichen, so erhält man einen Ausdruck mit p—2 Veränderlichen,. welcher die 
Gestalt 
de? or T F“ ) dp” UF pr dp” Bi LFR,a®, 
annehmen kann, u. s. w. Auf diese Weise selangt man endlich zu einem 
Ausdruck von nicht mehr als p— m Veränderlichen,. welcher ein vollständiges 
Differential ist. und. gleich Null gesetzt, durch eine blosse Quadratur 
p = Const. 
giebt. Die m-+1 Gleichungen 
pm =bonst., 91 =Const., ... @= Const. 
sind dann die Integralgleichungen des Problems. 
Um die oben angeführte Eigenschaft nachzuweisen. welche von der 
Wahl der Veränderlichen unabhängig sein muss. betrachte ich den vorgelegten 
Differentialausdruck in der Form 
df+F,df,+ Fıdf +" +-F,df,, 
und eliminire f,„ mit Hülfe der Gleichung 
Fe ee Ba Br Pr Pa) 
Der Ausdruck 
Fadafı + Fd+ + F,df 
enthält dann nur 2m —1 Veränderliche, und kann also nach dem Vorigen die 
Gestalt annehmen: 
d9 + FD ap” + Dar. | + FD aD, 
Setzt man also jetzt 
Pr Su [+ J, 
so geht der gegebene Differentialausdruck in 
de” + REP ap" 4 F F® ap” + FD ap”, 


über, was zu beweisen war. 
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&. 9. 
Erste Methode zur Lösung des indeterminirten Falles. Aufstellung der partiellen 
Differentialgleichungen für die Integrale. 
Um also das vorliegende Problem. dem Ausdruck 
A,da, + A,daz ++ +A,de, 
die Gestalt 
df+F,df\ + Fdf,+ "+ F.df, 
zu’ geben. vollständig lösen zu können. ist es nur nöthig zu zeigen. wie man 
aus dem vorgelegten Ausdruck im Stande sei. eine willkürliche Function von 
fı= far --: fans Fı. F. ... F, zu finden. Zu diesem Zweck kann man zunächs! 
aus der Gleichsetzung der obigen beiden Ausdrücke die Gleichungen bilden: 
7 _ m C 
x,- I, 5m: 


0%, 4-1 in 


Aus dieser Gleichung folgt sogleich die andere: 
m, öF, OF. 
mie > =(£ vr ß. 
Or, oz, Or, 


welcher, wie man sieht, die Function f gänzlich verschwunden ist. 


} . 6 d 6%) h 
Bestimmt man jetzt 2m Grössen 3. I 2... 2 





25. So. dass man. durch 
hi. hr. ... Ar. irgend welche der Indices 1. 2, . p angedeutet, die Glei- 
chungen hat: 
— —Ogm+h,k 

— On 


I +1 

j _(h) 
A — 
2 = + T Ode ha Sm Uymh,kon: 


so leitet man, indem man für die a;,; ihre obigen Werthe einsetzt. genau wie 


in $.4 die Gleichungen ab: 


of; of; 


(h) oF, 


TORE Ah 
m 


welche für alle Werthe von 4 gelten. Hieraus geht hervor. dass die allge- 
meine Lösung der Gleichung 


9) °P 


4 
= m 











Clebsch, über das Pfaflsche Problem. 293 


eine beliebige Funclion von fi» fi- --- fa» Fı- Fi. ... F,. so wie von 
Lymiıs Pamy2s 7, Ist, unter den letzteren allein ,,.,, ausgeschlossen. Setzt 
man daher für A der Reihe nach 1. 2, ... p—2m, so erhält man aus (32. 


p- 2m verschiedene Gleichungen, welche eine gemeinsame Lösune zulassen. 


nämlich 

wu hr. 
Dies ist aber gerade eine Function, wie sie oben gesucht wurde. Die Auf- 
oabe ist daher auf die Aufsuchung einer gemeinsamen Lösune der Gleichun- 
ven (32.) zurückgeführt. 


;s mag bemerkt werden, dass immer durch passende Wahl der Indices 


kin Aan ... Ar und indem man für @,,. 2%. ... 2%, unter den Veränderlichen 
2» Dre... @, geeignete auswählt, ein solches System (31.) gebildet werden 


kann. dessen Determinante nicht verschwindet. Denn der Fall. in welchem 
sämmtliche derartige Determinanten verschwinden. ist oben besonders ausse- 


nommen worden. und gehört nicht hierher. sondern in die erste Klasse von 





Problemen. Wenn man in den Gleichungen 32.) fi» fi» :-: fu» Fı- Fi... F,. 
Toniie Pomirs o.. 7, als unabhängige Veränderliche einführt. so gehen die- 
selben über in: 
a =) 
2m+1 
APT[p] = ee r 
Pi OLyu+27 


) Br 2 “ ct N 
Amt] = (——). 


or, 
Aus diesen Gleichungen geht die identische Gleichung 
AÖLA® [GI] = APTAOLGI 

hervor, und man kann somit zur Auffindung der simultanen Lösung dieses 
Systems die Methode des $.6 benutzen. Aber jede dieser Gleichungen führt 
einzeln auf eine Differentialgleichung 2m" Ordnung: mithin werden auch. 
wenn ein Integral einer dieser Gleichungen bekannt ist. die dort erforderlichen 
Hülfsgleichungen von eben dieser Ordnung sein können: und man bedarf also 
zur Auffindung der simultanen Lösung je ein Integral von p— 2m Gleichungen. 
welche im ungünstigsten Falle sämmtlich von der 2m"" Ordnung sind. 

Man kann nunmehr den Gang der Operationen für das Problem an- 
geben. Es soll möglich sein, den Ausdruck 


Ada, + A,dae, + -+X, dr 


F F 
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in die Form 
dp Bdy, + Bidg: + + D,dy,. 


zu bringen. Man findet zunächst y,„, sobald man je ein Integral von p— 2m 
Differentialgleichungen 2m’ Ordnung angeben kann. Hat man dann mit Hülfe 
der Gleichung 4, = Const. eine der Veränderlichen aus dem vorgelegten Dif- 
ferentialausdruck eliminirt. so behandelt man den resultirenden ganz ähnlich, 
und findet g,„_,. sobald man je ein Integral von p—2m-+2 Differential- 
gleichungen 2m — 2” Ordnung kennt. u. s. w. Zuletzt gelangt man zu einem 
Ausdruck von p—m Gliedern. welcher die Integration gestattel. Die Auf- 
lösung des ganzen Problems erfordert also im ungünstigsien Falle die Kennt- 
niss je eines Integrals von 

p—2m  Differentialgleichungen 2m” Ordnung. 

p-?m-—1 - - 2 ’m—1)," - 

p- 2m-2 2(m— 2)” 


p—m—1 
und eine Quadratur. 
$. 10. 
Zweite Methode zur Lösung des indeterminirten Falles. 
Von dieser Methode ist wesentlich unterschieden eine andere. welche 


derjenigen näher kommt, durch welche das Pfafsche Problem in der Regel 


bei einer ungeraden Anzahl von Veränderlichen gelöst wird. Sie beruht auf 


dem einfachen Gedanken. dass der Ausdruck 
df—- F,df\— Fıdfy— --—- F.,„df., 
durch eine Gleichung von der Form 
er Eu 
in einen anderen übergeführt wird. welcher die Gestalt 
(1) (1) (1) (2) (1) m) 
FD apı + Fi” dfs" ++ Fo df- 

. (?} 71} . . . . 
annehmen kann. ohne dass zwischen den fi . F" eine Beziehung eintritt, 
welcher also der ersten Classe von Problemen angehört. Gelingt es daher 
irgend eine Function g von f, fı- fi= --: fm» Fi. Fr. ... F„ aufzufinden. 
und eliminirt man mit Hülfe der Gleichung g = Const. eine der Veränder- 
lichen. so kann man den resultirenden Ausdruck nach der Methode des $. 4. 


behandeln. 
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Um eine solche Funetion zu finden. kann man folvendermassen ver- 


fahren. Betrachten wir das System von Gleichungen: 


\ x = Ad, ı3; gi (; 133 7 rn d; .n I 182m ) u 
39° \ dınSı d; 22; 2 a < X 
Us 

A2n4+2 31T Ar,2m 4232 + Ay am 4233 7° 2 


wo für den Augenblick von der gegenwärtigen Bedeutung der Grössen a und 
w 


X abstrahirt. und statt dessen ihnen die Bedeutung beireleet werden soll: 


nf 
Z= Er, 


.)% / 
33. 
( \, ( N, / ( F r f. r F. ( f 
res lin SE 1 pi Be ln 
CL, OZ } ( TI. ( LD. ( LT. 


Man erhält hieraus den vorliegenden Fall. wenn man F=1 annimim! 
Setzt man 
I u + in; 
so ist bekanntlich D das Quadrat eines rationalen Ausdrucks R. und die 


directe Auflösung des Systems \32”.) giebt 
(34) Rz, = Au + I; — + ++-AX, 


Aber. wie in $.59 bewiesen ist. folgt aus /31.) auch mit Hülfe der Glei- 


chungen 39. 





wobei ./ die Determinanie bedeute! 
ET 2° C / N. : Bil: r f: + r B r F Te -F 
CL, cz en ı 0X »CıI 3 C2 


und wo ausserdem S’=D, so dass demzufoige 
ds HR 
wird. Daher folgt aus den Gleichungen 34... 39 
eR ” v R ” 1 R / 2 . 0A 
ee. enter ee FE - -E FF: 


cvq "on 2. oh 
on l g 2 „m? , 
1 





36. Ä, 


® y . «+ “.. . | a ” - > > a7 7 " 
Die Ableitung dieser Gleichung beruht auf rein algebraischen Prineipien. und 


I. al fo “M . are RZ Y IT.fr 9 
Van. ai & » Jiäd... u.a a Vie LA. sicie -. ze 
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die Gleichung ist daher mit Rücksicht auf die Gleichungen (33.) unter allen 
Umständen eine identische. Sie kann nicht aufhören zu gelten, wenn auch 
F—=1 gesetzt wird; wobei denn freilich 1 verschwindet, die 3 hingegen 
unendlich grosse Werthe annehmen. 

Setzt man aber F=1, wie es im vorliegenden Falle geschehen muss, 


n4 


so verschwindet der Ausdruck — op jedesmal, wenn nicht = 0 ist. Setz! 
n Or, 


Ü 
OL, 


man also der Kürze wegen 
cR 


3C.) Ä, es -- A 
08,1 


so geht die Gleichung (36.) über in: 
. oJ 
Z, FE Se FT 


oO — 
OL, 


Man erhält ferner. wenn g eine beliebivee Function bedeutet: 
f . 


> 00 _ op 
+4] u iz 


a 8 


_z+ TI... I__9_C 


02, 08, OLlmt1t OLmr+? 





i 


Die allgemeine Lösung der Gleichung 


Al 


s 


ist daher 
f u II(f,; fı» wen F.» rm m. Lım-ı3% Tom-ı$® BE T,)- 


Bildet man jetzt RU, R,... R#="""" ähnlich wie AR, indem man an Stelle 
der a mit einem der Indices 2»-+2 der Reihe nach Grössen « eintreten lässt. 
welche die Indices 2m-+3, 2m-+4,... p haben, und bildet man dann die 
Ausdrücke 


7) ‚„ cRU) -„ cRU) : ER) 
 e nn. Fi. 


ca, l hy > ! c a, Im-+-3 


n ) , ? ‚ ? "ni? 
7 .- OR’. © | OR 
4, — d 1 N 5 29 1 >m- ) F 2 ? + i 
c q, 1 a h 2m c a, ‚2m-+-4 


so gestatten die Gleichungen 





We) 
ww 
a | 
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ot R } } ’ 
| Adl= At Ar t+Zun a + Zu a = 0, 


I 2 ‘ am 1-1 





\ (1) (1) op nm or 7 
ı A (ß —Z fir A 5 inch Mk DONE U yigg ”y Br z» vr 
(38.) | [y] 4 Ör, I 4) or, | I mi F m. r En 1-3 ( w (. 
AO] = Zoo ze, oo 
or, en RE mie Ze ? 
2m-+-1 In 4 


offenbar eine gemeinsame Lösung, nämlich 
= If, fs: ss Fi, Fs,:.-- Fu). 
Dies ist gerade die gesuchte Function; und die Aufgabe kommt daher zurück aul 
die Aufgabe, eine gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen (38.) zu finden. 
Dividirt man aber diese Gleichungen respective durch Z,,.». 2 
und führt dann als unabhängige Veränderliche die Grössen 
En a a ae Ray + 


ein. so erhält man sogleich: 





r 1 u r ( f 
. 
( I — _ EEE GER y [ = f . 
Bis z_ _ Ale \öz,.,’ 
B’feaol = — 23 19 fe] u; 
I LP 3 zw 2 LY = Or )» 
‘2m- 3  Zm+3 
m 1 " ’ op 
(p—2m—2) er ie ee !. \ 
B [y] = To Ip)  (— — ). 


z p—2m—? 
p 
Es gelten daher wieder die Gleichungen 
BOFB®[g]] = B®LBÖLG]]: 
und man kann also die Methode des $. 6 auf diese Gleichungen anwenden 
Die Auffindung der simultanen Lösung erfordert je ein Integral von p — 2m 


Differentialgleichungen, welche sämmtlich bis zur 2m+4-1'" Ordnung aufsteigen 


| 


können. 
Da durch die Gleichung p=Const. alsdann das Problem auf eines der 


ersten Art zurückgeführt wird, so erfordert auf diesem Wege die vollständige 
Lösung des Problems im ungünstigsten Falle die Kenntniss je eines Integrals von 
p—-2m—1 Differentialgleichungen (2m +1)" Ordnung 


p— 2m - - (2m — 1)" - 
p-?m-+1 - - (2m — 3)" - 
p-m—] - - .” - 


29 * 
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Vergleicht man dies mit dem Ende des vorigen $.. so erkennt man, 
dass im Allgemeinen die dort angegebene Methode vor dieser wegen der 


niedrigeren Ordnung der Operationen den Vorzug verdienen wird. Aber wenn 
zufällie ein simultanes Integral der Gleichungen (38.) bekannt ist, so ist ihrer- 
seits die Ordnung der Operationen für die letzte Methode die niedrigere, und 
die letzte verdient also den Vorzug. Dies tritt z. B. ein, wenn der gegebene 
Differentialausdruck nur 2m--1 WVeränderliche enthält. Dann verschwinden 
sämmtliche Grössen Z, und jede beliebige Function der Veränderlichen kann 
als simultanes Integral der Gleichungen (38.) angesehen werden; d. h. man 
reducirt den Differentialausdruck auf einen anderen von 2m Veränderlichen, 
indem man zwischen den vorliegenden 2m +1 Veränderlichen eine beliebige 
Beziehung festsetzt. Dies ist der gewöhnliche Weg, der eben hier auch den 
Vorzug verdient. 


$. 1. 


Yollständige Durchführung der successiven Lösung des Pfaffschen Problems für 
den determinirten Fall. 

Im Vorhergehenden sind die Methoden kurz skizzirt, mit deren Hülfe 
man in allen Fällen auf möglichst kurzem Wege zur Lösung des Pfaffschen 
Problems gelangt. Ich kehre jetzt zu demjenigen Problem zurück, welches 
wegen seiner Beziehungen zu den partiellen Differentialgleichungen vorzugs- 
weise Aufmerksamkeit erregt, nämlich zu dem Problem, den Ausdruck 

1) Ada +XKde+-+AX,,de,, 
auf die Form 
F,df\-Fd+ -—+ F,df, 
zurückzuführen; und ich werde an die in $.7 gegebene Lösung einige weitere 
Bemerkungen knüpfen. 
Der Gang der dort angegebenen Operationen ist folgender. Zunächst 
bestimmt man aus den linearen Gleichungen 
* Tai +Aı23 Tr Amen 


\a,.3ı . x -rA,J23 5 ee d,.2 Syn 
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die Unbekannten z, sucht eine Lösung y, der Gleichung 





[4 ’ i 
N er c In iS <c f un 44 Ufn * 0 
\O.) “| I 227 = Ba de . 
wi OL, OL, OL2n 


und betrachtet dann in Folge der Gleichung 
Fa u CC,» 
wo c, eine willkürliche Constante bezeichnet. x;, als Function von r,. ,. 


2-1 Ca. Hierdurch geht der Ausdruck (1.) über in 


/ ‚(1) ‚ Al) wi) 
(4.) Ä, dx, —+ X, da, N Ar ‚dz,, 1» 
wo 
x „(!) > ‚, UI 
‚2: X, = X, +. 
I, or, 
gesetzt ist. Wird nunmehr auch 
(1) (1) 
D\ (1) X; X, 
6. d;k = —- — 
i Or, or, 


j u a ‚(1) (1) . i 
veselzt. wo aber bei der Differentialion Ä; ,„ X, als Funetionen von ır,. 


La... Zum, €, zu betrachten sind, so hat man die beiden Systeme von 


Gleichungen zu bilden: 




















(1) - (1) (1) -{1) 
x Fo ı%2ı Til TTS, A, , 
a) RW VD) _ (1) 
dı>Zıı r 7432231 F On 22321 = A: , 
' a) (1) (1) M (1) 
(7 ) \ d,3%ı 1 743 1 _ * I +,,_> 39 )n—21 = B% . 
(ı) a  „@® (1) 
1.2n— 2 1.1 ul DEFER a1 T 39m 223 ı rt" a“ = X RAFER 
a ı) , 1) e (a 
/ a. rd, ı821 "74,123 1 . d,2_2.1 22m ii d n—1.1° 
(1 ' (1) m. I) en 1 
d,221,1 EZ 2 -Ay2%3, TI T a TT t 
(8.) 1) „ a9 .' He mw er. i (1) 
E d,3%,1 "74G,3%21 r r 7'+TAm-23°n—2,1 — (422-139 
(1) f (1) en, (1) ! n a 1 
A 2231 ı Ta, 222,17 Q3,9n-223,17 7 v = nt 
und eine semeinschaftliche Lösung der beiden Gleichungen 
[ O0 ni 5 el 2 ) or el 
\? 1,1 — T%ı Ad a ua © 8 Aa, - no 0, 
0 OXn_2 
9.) ’ . ” 
Opn—ı In! Pr | nt n— f In—ı j 
2, g en Az er ee 7 & A eruen 5er VÖ 
OL, Or OLın—1 


aufzusuchen. RE man 
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so wird 2,._, eine Funetion von 2... 2. ... 2, >. €,, €,_,. und indem man 


dies einführt. geht der gegebene Differentialausdruck über in: 


HH) RE EH- L29, 


Sei nun wieder: 


k_ 


wobei X; , X, als Functionen von 2... 23. ... 2... e,. ec,_, betrachtet 
werden müssen. Aus diesen Grössen seizt man dann folgende Systeme von 
Gleichungen zusammen: 


, 


a, : 2 - 493 >27 a. 4° 2° 


r RE - marnoerh« Int - > din 
und sucht eine semeinschaftliche Lösuns der 
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Man selzt dann 9,.>=€,_.,. und bestimmt daraus z,,_, als Function von 
u De Ba a a WM 
Indem man auf diese Weise fortfährt, gelangt man zu einer Function 
f„_ı, Welche die gemeinschaftliche Lösung von folgenden %-+1 Gleichungen 
wird: 
TE 0 ZT; PM— 0. 


x 
RC ’ — TE er eure u DE . uch N 
1.A Or, | &,.k Or, | Un—k). OL N 
PR, Se @ ale pn pn 0 
nF HT Trio), | ’ 
eL, CL, OX2 : ' COX } ' 
Is. Cu k ! Op, k z 4 f ( f 0 
Tr a Fa Ti, 
Od OX Od) ca 
1 2 -( ) 
(Opa , (N OPn—ı .() OQPn—ı Op N 
a5, TS, IT BaAkn, du ir; > Ä 
ii mr ad in + |} . 


In diesen Gleichungen bestimmen sich die Coefficienten z;,; durch das System: 


(}) (A) (*) i 

* + ln 122% +4, 123% ++ Bhıa Ä Ä, 

|.‘ SI t- x (3 a 23% u dt; ° } \ 

19. A) (h) 1) s : 
d, 3 Sıx 74,23% % eo: a + Tan 3 2 k), \ . 
| (i) E (A) (A) ’ Y h) 

d, n—ı) 1% da 1) 2% a; LE 1) T3,K ze ” - 


und irgend eine der anderen Coefficientenreihen. z.B. z,;. 2,;. „ bestimmt 
sich aus dem System 
e a, 12 0, tetg ı2 =—g | 
N A‘ ; R } | } 
d,>»Zı% =‘ BG "r4;,223% u dl; 4 as, IE BB «d- u] )e 
) ik) (Ah) k) (ch) -* 
=D. dı33ı% TA, 322x = ’ z a ” Re 
201) 31,2 2 2a an tt “ = —q, 


Endlich ist noch 





Se A Rn T 


4 


die X” xt 


1 


ae 


sind die Coefficienten desjenigen Ausdrucks. in welchen 
übergeht. wenn man mit Hülfe der Gleichungen 


Pal Par=lenıs 2. Paris = Enipı 
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die Veränderlichen r;,, 2£:,_1- - -- &:,_:., eliminirt. und bei den Differentiatio- 
nen in (21.) ist darauf Rücksicht zu nehmen. das 2. nn. ... 2..,.c. 


Cs» &,_4., als die unabhängigen Veränderlichen betrachtet werden. 


rı. . ° 
ranstnrmatıon 
- diliSi JA ALiLKL LAN 


In den vorstehenden Formeln is! 


f. eine Function von z, 


die Constanten e zu eliminiren 


aiieln uDer. Weicne durch 


1 | r% . , ’ 
rn > ındıh n , „7 Ar u ne ‚ m nn 
Dezeicüäonel Cili iii) _ | E zusammen 


ge. 


Gie 


ı rmeereasialten 
> umees i 


hrs si „ıcliiliie 


R- E m. ci nm ı® Du ] r £ RR, ER En r rastalinna 
die Functionen H als die Unbekannten erscheinen. Diese Umgestaltung 


» 


in passender Weise f 


oigendermassen bewirken. 
I, u; 2 u - A Be. \ I On atote ‘ a -an 
jan kann sich die Function g,_;, aus H,_; dadurch entstanden denken, 


.. - 


dass man Aus dieser Function die Veränderliehen 4 . %; 


Hülfe der Gleichuneen 


. n . > ” 
ınyı m! \ . Iz L ın ntı r 
iiililı. a 5 { En ze ı h i ünc ONE i 
DE 2 a0 “ 
ı Ti .« ) 
ıderen 1alıquo 
i 
2 “ . . . . .:pp . I‘ 
ierhaıı | nd ale an ia t#erentıalırı 
Citiit in E kt ID ii Wie Differentialq i 


. , y. 

EN Be 

uurcn die 
. 
I 
E 


kr Sı7nIiacrpA S 
“N x DeizuiegZeiü »ilü 








Führt man dies in die Gleichungen 


Gestalt an: 


Un Ä - 
0 ” I a je i oH, a) | 
a 2, ) ® 
u O%&: 2 
i—Un—X) cH. N 
=: st 
ik or 
&:=3 





)») . 
Pa Fe | OL; 
Ä-— nun 
u 
Es > — (2, 
i k+ı O7; \Enk oa 
N In Ä) , cH y 
a . Fi nn 
Bu 
ı—1 OL; 





| ı 5 MH, (; 


Denken wir uns. dass schliesslich 


chungen genüge: 








av u 7 
22 . 1,1 OT, 
(hi) cH 
u? a ae 


so müssen die Gleichungen 
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ur 


ein. so nehmen sie foleende 


„ 
„i 





OL / 
r 
are 
” 1 .. f 
L2 1 A 
a7 us 
UA Od 


Function //,_, folgenden #--1 Glei- 


#=-0=U”/H 


BE 0=U’(H 


OL: 


offenbar lineare Combinationen dieser Glei- 


chungen sein; oder mit anderen Worten. es müssen solche Multiplieatoren A, . 


existiren. dass: 


” (k) = (k) - (4) 
K,.®; KR ıH;ın R U;n 
\ Ku; +K,ıu;,-+-K,.m.: 
. (k) » (4 
K,,u; -+KR,,u fe 

2. (k . - (k pe (Ak) „, .. (ki 
K,,u; +K, u, +K,:u. +" —+K, ,u z; 
t3 30 


(23. 
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++K,,u%:, = 2; 
-—+K;, u. = Bias 
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für i=1.2,...2(n—k); dass ferner für AR=2 (n—k)+1, 2 (n—k)+2, ... 2n—k: 


> (k) , r (k) , u. 
Ko %, + Kuna +++ Mon U nk 


r 4), (k) | ı W (A) 
Ku + K,, ++, Un ,k 


ausgenommen. wenn in den letzten %& Gleichungen Ah respective die Werthe 


24.) 


r (k . ” (k) r (k) 
Ku, +K, 11" +-Krı Un,k 


2 (n—k)-+1 in der zweiten Gleichung. 2(»—k)—+2 in der dritten. ete. annimmt. 


wo denn: 
ck 


' r ‚ (A) 
at Kita YHıt tan n+,k un 1. 


’ 
N) 


(i) (k) 


z . (}) - 
0 Urn M+2 IK, 1 SUR K,.3%.- MY-L2.k 


dass endlich für 4 = 2r— E 


Ku + 


4 








r ) r (*) 
-Kuwa+Kou.t- 


_(#) oL, x) O2, 


“| v i 22; > i ı <n—k),k N 
or, CL, OLyn—k) OLaa—k 





Wenn die Grössen K und x diesen Gleichungen genügen. so sind die Glei- 


chungen (22.) identisch mit folgendem System: 


0 = KU (H_)+K,.0, (H,_)+"+K,.U (H,_.), 


\ 


0 = K,, U (H, )+K,Üı (H, .) ++ +K, U, (H,_ .)> 


\ r 


—— K f U | H, a ._ K,;ı re HH, R ++ K,, U, (H,_ u)» 
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oder auch mit (22.), sobald die Determinante 
(28.) Ft isK,... Mu, 


von Null verschieden ist. 


S. 13. 
Fortsetzung der Transformation. 
Es sind nunmehr die Gleichungen (19.). (20.) zu bilden. auf welchen 
die Bestimmung der z und also auch der x beruht. Betrachtet man. wie im 
Vorigen, 2&,ır15 Cmı425 + &" als Functionen von z,. &;. . X 


Cr Cara + + 0.80 


r(k) r N r >. 21 ki - r I. In . \ Lr N 
(29.) | 


a (k) ü r ; Aa i . en 

Um a;,„ zu bilden, muss man zunächst in (21.) wieder so differentiiren. als 
.. ” (ii) r(h) . Y . . 2 

wären n A; „ X, nur noch die YVeränderlichen z,. ©.. ... r. enthalten: 

und führt man dies auf Differentiaiionen der X; zurück. welche als Funetionen 


von X» 2rs -.. 2, gegeben vorliegen, so erhält man folgende Ausdrücke: 


Pu 


oX!’ OX“ 
Z m 





(A) 
A; m a ne a 3 
OLm OL: 
oX. An oÄ. 0X 
[4 f «r 1 2 
O - G pi ( 
JLm 7 1 2 I 
4 hu f X, 44 A r \, 04 2 f 
> 
u m ea g—— 
) M Om u—?n 1 er OL ( 
N > ä 2; r N 
C m rs oA / 
ei . te u 
re 2 » r 
O8; A ®n ı O7, L 
Fi 2 er nN\ 
x | ( @ 4 r f 7 [4 i 
En  ® d : / 4 , 
— r Zu Zur .—— 
F} 2n l OL, u In 1 14 u UX | OL, 


oder endlich, wenn man noch in der ersten Doppelsumme die Indices 7, u 
mit einander vertauscht: 





(#) ?n f [4 7 8 7 
ar .. 4 u 3 ee ME. 
d; ‚m — A; m m . ti Or An; OX 
A=en—k ın rn. 
‘ 
(30.) A ?n 7 
Or, 9% 
>> >" En. ae 
— — |— U),u N, r Tr 
= k4l u=ın— 41 IL; m 
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Un—k) = In Or, i—=Un—k) 
> 5 > . > - 
ul A; mZi,k m ( « ng d;; 3;.) 
il I m—k-; Om il a: 
i—? —Un—k) or 
DI hei 3 2: ) 
— ‘ L.k 
dr OT. ; 
ı 
Or, !=36-4) Ox 
3 A 2; ) 
E 1,Kk 


da — 
(a,, AA On i-ı 0%, 
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Mit Hülfe dieser Ausdrücke nehmen die Gleichungen (19.) die Gestalt an 


N 


ae A. + = E ? 

)—?2 } OLm 

ihre Werthe aus (23.) einführt und zugleich die 
sich die erste Summe 


Wenn man nun für die z 
Gleichungen (24.). (26.) berücksichligt. 


dieser Gleichung mit der dritten zu 
i—?n OR 1—?2n (m T- ' 
K,.,Z 0,0 +KıZ 4,04 "+K,.Z a,nUx; 
ir i—1 ı—1 
OX 
2 
aus der zweiten und vierten 


ınz ebenso wird der Coeffieient von 


so verbindet 


Ir 


und 
Summe: 
1—=?n 2—?n i—?n 
un ) E 
we a; U, 3 —. Ku. a; lie 
ı—1 


Ku. (1,1 
i—1 i—] 


etzen wir also der Kürze wegen 
| (k) | (A 

Tas m Wiek u Urn m Ur, 
(#) 


d,,mtı 
+4, m Uni 1 


(Ak) , (k) | 
A, md Ar m Ur ı 2 Se 


32). 
(Ak) | (H 
—- 186 u % Ann, m Uynk 


(k) . 
dam Us kN 


\ay mei, k l 

so geht die Gleichung (31.) in folgende über: 
(X) A— In 

K,o(en 4 De 


A=n—k 


Kom 


+K,ı(en ‘en 


gleiche Weise erhält man. immer mit Rücksicht auf (24.). (25.). (26.) 


Auf sanz 
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aus (20.) die Gleichung: 





| -K („* | Fa a) 9 
ırA,ıl 9%. = Mı— 0. 


k m,Ak A Kr 3 
\ A—rn—k-+1 OL ın 


Da die Gleichung (34.) k verschiedene Gleichungen repräsentirt, so kann man 
aus diesen und (33.) die in den Klammern enthaltenen Grössen bestimmen: 
und es wird sodann: 








An 3 Or A—?2n Or, 
u) , . (k) 2 > 7 re 
+ EZ P-=K(X,+ 2 9%) 
2 2 7 cz - u ı nor 
A=?In— +1 n Ä—In— k--1 Am 
3 In c r / In a 
(X) . u. *) ri . . u OX 2 
+ wann Em) 
5 „—In—k-+1 © Lin A=—-232n—k+1 6, Um 
.) j en (A) Cor, u _ or, 
Umkıi — ®,r” == MM; m as A, gene Ya 
A=-3n—k-+1 OLn vl OLn 
oder auch. nur anders geordnet: 
4— In Ox; er 
I v f. f ‚u r ,‚r_\ 
(eo, and K # m, + = 7 \ ? A Pe K A, ) — 0 
0 ' U , nr 
4 n—k+1 m 





(k) . , (M) 2 
(39.) (oma = K,A„)+ = —lu-Kı) = 0, 


A—2n— +1 OXm 


| GV) xvYv 
(em On —K,A,) PR; = —-(tı, KA) = 0. 


i—2n—r--1 OIm 
Bestimmt man jetzt k Factoren A,. A;, ... A, so, dass sie den k Glei- 
chungen genügen: 











(k) h oH, +1 . oH,.-.:2 , oH,, 
Om—rrı 7 K Ann- k-! 1 A, - —— - 4 A, —— Erd Ya | A, ’ 
e% . © Lin—k-+1 "OLm—-1 OXL2n 1 


nn 


(?) r > et 
36) Jen = KR ,.44, 


(k) vv ’ oH,. k-1-1 oH kt? , cH, 
| 5 


4 
\ Tb 





l 








und bemerkt dann. dass 
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ER. a PER . : 
in 00, OH, öH, 


” 


tn A| OLm OH, On 





so giebt die erste der Gleichungen (35.). in welchen m die Werthe 1, 2,...2(»—k) 


erhallen muss, sorleich auch: 
(A) - . . Oo H, 4.2 2 H, 
. = KA, LA FAT Le tA 


or, or, 


J OHn—ı+2 - +4, PRONS: N, , 
OL, © DL, 


cH, 


Or; n—h 


A 


bi 


Ganz ähnliche Systeme ergeben sich aus der zweiten Gleichung (35.) für die 


v,. us. w.. nur dass an Stelle der K. -f jedesmal andere Grössen treten. 
Bemerki man indessen. dass die Grössen: 

v (%) (%) 

„ “ ®;ı “ Ü 5,2 . 
auf ganz analoge Weise respective aus den Grössen 


(7) (7) (N) 
(Zi . M;ı» U;oe 


zusammengeselzt sind; dass man aber offenbar an Stelle der «#,, jede beliebige 


lineare er 
AU; UT all; **° 


ireten lassen kann. indem alsdann siatt der Gleichungen (22'.) nur lineare Ver- 
bindungen derselben zu Grunde geleg! werden. so erkennt man, dass man 
über die Coeflicienten k. 7 vollkommen frei verfügen kann; dass es also 
zum Beispiel erlaubt ist. in dem System (36.) sämmtliche 7 gleich Null und 
K gleich Eins zu setzen, sowie in den analogen Systemen die K und alle A 
bis auf je eines verschwinden zu lassen. 

Auf diese Weise gehen aus den Gleichungen (36.) folgende Glei- 
chungen hervor, in welchen der Index m die Werthe 1. 2,.... 2(2—k) und 


2n— k-1. 2n—k-2,. ...2n annelımen kann: 


(A lı ö (A) _ (# 
Un ” "a A 1 Am, m Ü;, 
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Ich werde jeizt zeigen. dass diese Gleichungen auch noch für die 
fehlenden Werthe von m, also für m= 2 (n—k)\-1. 2(n—k)+2,.... In—k 
gültig sind, wodurch denn die Grössen « sich vollständig bestimmen. 


$. 14. 
Schluss der Transformation. 

Die so eben angeführten Gleichungen ersetzen die Stelle der Glei- 
chungen (19.),. (20.). durch welche die z sich ursprünglich bestimmten. 
Zwischen den Grössen « finden aber noch weitere Beziehungen statt. welche 
in den Gleichungen (23.) bis (26.) enthalten sind. Man sieht leicht. dass 
der Uebergang von den Gleichungen (36.). (37.) zu (38.) damit übereinkommt. 
dass man A, gleich Eins, und Ko, Mau, - . . gleich Null gesetzt hat, wodurch 
die oben durch K,, K;. ... bezeichneten Grössen verschwinden. während K 
der Einheit gleich wird. Unter diesen Umständen genügen die Gleichungen 
(24.). (25.) um die übrigen Coeffieienten A durch die Grössen x auszudrücken. 
Wenn man diese Werthe so wie die Werthe der z aus (23.) in die Glei- 
chungen (26.) einführt, so gehen dieselben in k(k-+1) Bedingungsgleichungen 
über, denen die Grössen « noch zu genügen haben. Statt aber in dieser 
Weise zu verfahren, kann man sich eine gleiche Anzahl von Bedingungs- 
sleichungen folgendermassen zusammensetzen. 


rt 


Es sei H,irgend eine der Funclionen H,_.:, H,_..». ... A,. Multi- 
Fur ‘ Penn u 
plicirt man nun jede der Gleichungen (26.) mit —- und summirl nach 4 von 
-D., eg 
/ 
2n—k-+1 bis 2r, nachdem man für die z aus (23.) ihre Werthe gesetzt hat. 
so erhält man, mit Rücksicht auf die Gleichung 





























oH or, oH 
U I ” 2 u , 
Ei Or, c IL. Or; 
folgendes System: 
. ( ‚cHu (k) A . (}) oH,, 
Kun +K,.=u,, +++ K, Zu. =V4. 
) OLn OL, ir ” Om 
K, Pr ) o "Hu I 2 cH, K < Pie oH,, C H. 
>; -; - B: — ne U,” = | u 
1,0 ie r ci a: Fu : N  CLIm OLYn—k)-+1 
ne «) OH ) Hy oH, cH, 
RK, ,Z m 4 -R, U, / - LR,,Zu,, — —- = —- _ 
. On OL OX COX ' 
@ OH, site a) oH A x) OH, oH, 
K,,Zu u 4 K,, Zu a4. + BR, Zune = -— 
© m | i OLm ’ OLlm OLan—k 
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wo unter den Summenzeichen m jedesmal die Werthe 1. 2. ... 2{n—K). 
2n— kl. 2n—k+2,...2n erhalten muss. Aber aus den Gleichungen (24.). 
25.) folgt. dass man sofort in diesen Summen dem Index m alle Werthe 
von 1 bis 2» beilegen kann. sobald man nur auf der rechten Seite überall 


Null setzt. Und dann gehen also diese Gleichungen über in: 


KU (H,)+K,,U (H)+--+K,,0, (H, 
Ri DEM A nad ABER A na 


dd di 


- r(f) z „(4 , r(k) 
KU (H)+K,U, (H,)+--+K,.U, (H, 
Gleichungen. welche man sofort durch die einfacheren ersetzen kann: 


’ \ ri‘) N r( , \ r(!) , 
») VUE)=06, U E)=0, ..: =. 
Man sieht also. dass die Functionen H, ..,. H, : >. ... H, selbst den näm- 
lichen Gleichungen genügen. wie die Function 7, 

Eine andere Beziehung erhält man noch. wenn man aus den Glei- 


chungen (23.)— 26.) die Combinationen bildet: 


KR. X%+K., 28, X. = 
N 1 














Die rechten Theile dieser Gleichungen verschwinden sämmtlich. Von dem 
der ersten Gleichung sieht man dies aus den Gleichungen /19.) ohne Weiteres. 
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Denn multiplieirt man dieselben der Reihe nach mit z,,, 3, ete. und benutzt 
die Gleichungen (19.) selbst, so geht die Summe über in 


(k) < r(#) / r(i) r(*) 
3,4 +2,Ä: +. = — (3, H22.Ä: +++) 
oder in 
r(k) , r(k) 
31, +32. re =0. 


Die rechten Theile der übrigen Gleichungen (40.) aber stellen. wie man aus 
den Gleichungen (20.) leicht erkennt, nichts anderes dar als diejenigen Aus- 
drücke. welche verschwinden müssen. sobald jeder der Ausdrücke 
„(k) r(k) ’ r(k) r(k) 
A, d.z, -A; day - Ay „da () I Aynı) ı ders, kyıle 
(k) r(k) h ı w(A) ı v($) 
A, dx, —+Ä; dt: + ++ Agua Alan + Ara k) dan 42: 
durch »—%k Gleichungen integrirbar sein soll. Da demnach die linken Theile 
der Gleichungen (40.) gleich Null sein müssen, so hat man die Gleichungen: 


I— 2n B 
a 
» U; Ä,; — 0. 
rl 
!-?n (k) 
/ > 


V. 


D . . 5 . 4 . /% ) °. (r . 
Multiplieirt man jetzt die erste Gleichung (38.) mit w, und summirt nach m, 
indem man diesem Index die Werthe 1.2. ... 2 n—k). n—k-+-1. 2n—k+2,... 2n 
giebt. so erhält man, mit Rücksicht auf die Gleichungen (38.) selbst und auf (41.): 


i— 2 
(k) | Wr (?) (*) () ; 
= u; | — A; sy Üy(a—k) } 1,1 Ur (n—x) +1 TO k) 2,2 U2(n—k) 27 de ki Us, 
==] 
— f 4 ® E u de ze I 
eg ı Un) ı Äyın- k)-+1 7 Uz(n- }-) Aa k)-+?2 T Um Ä,, ki 9 


) 


() . 
oder auch. da Zu; X, verschwindet: 
e ’n (K E ) 
0 = W%a-y4ı | = / FETTE SE I Aya-yıı ( 
er 
(? In (k) } 
y BE; , 
T Uxnr)42 } = U; nr) +2 % Ayın -k)+2X 


ı 


2-30 (k) , ' 

+ Un >; d; on m Y Ä,, ° 
u 

u ie s a u n (k) iu 

Multiplieirt man statt dessen die erste Gleichung (38.) mit «,, und summirt 
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nach m. so erhält man eine ähnliche Gleichung. in welcher nur statt 


nr Me; 
die Grössen 
Uxnryınıe Urxn—)+2,19 
vor den Klammern erscheinen. Auf diese Weise erhält man successive k-1 
ähnliche Gleichungen, in welchen die eingeklammerten Grössen jedesmal die- 
selben sind. Es folgt daraus, dass diese selbst verschwinden müssen. d.h. dass 
die erste Gleichung (38.) auch noch für m =2 (n—k)+1. 2 (n—k)+2. ... 2n—k, 
mithin überhaupt für alle Werthe von m gilt. 
Dasselbe wird in genau gleicher Weise von der zweiten Gleichung (38. 
nachgewiesen. wenn man in den soeben beschriebenen Operationen statt der 


Gleichungen (41.) die aus (39.) fliessenden Gleichungen 


U®(H,.)=0, U®(H,,..\)=0. ... UP(H,.)=0 


benutzt. 


Und so ist denn überhaupt nachgewiesen. dass die Gleichungen (38.) 


für alle Werthe von m eelten. 


$. 15. 
u 2 nn 1 . 
Detinition der Lösung des Pfaffschen Problems durch —, simultane partielle 


Differentialgleichungen. 


Das Resultat dieser sehr complieirten Betrachtungen ist nunmehr ein 
sehr einfaches. Denn bezeichnet man durch R das bekannte Aggregat, dessen 
Quadrat der Determinante 

By © ee 
gleich wird. und durch A;, den Differentialquotienten desselben. genommen 


nach a ,. so giebt die Auflösung der Gleichungen (38.): 


u = HER 


cH "H,_; 

Ru” — Gt, +, 
er CH, 

Ru — Amse „CH 


Cr, , On 
4 Eu 


R. 4 r m er. R;, er -. Bi R;; 1 Sn R:;.. 


or, Or, OL 


und die 4-1 Gleichungen. denen die Function Z, , genügen muss, sind 
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demnach folgende: 





oH,-.: 
vv ni 
Z,2,X%;R,, nn 
OL, 
ı 
_ oH € H N 
4% r n 
ud man! [ z R; h 0. 
Or OL, . 
(42.) | 
Er u Han On 0 
u Daeıe . fi h 
OT. C L; 
14 ı 


>H, oH,_ı 
in Ru= 0. 


Or; Or, 


. 


Bezeichnet man also durch (ır) den Ausdruck: 
43) (y) = ZZ X —-R,,; 
und durch |, g] den Ausdruck: | 
A > or - R;, . 


/ \ 1 
a) We) S gang 


so dass 
lwr, p) Ser If, w|, Io, 7 Een () Eu 


so nehmen die Gleichungen (42.) die einfache Form an: 


(45.) (H,)=0, [H,.,Ho.]=0, [H,_,H,0.]=0. ... [H,_.HJ=0. 


Die erste Gleichung ist. wie man bemerkt, nichts Anderes als die partielle 
Differentialgleichung. welche dem ersten Pfaffschen System entspricht: und 
dass die Functionen # sämmtlich dieser Gleichung genügen. ist sehr bekannt. 
Aber die anderen Gleichungen bilden ein merkwürdiges System von Beziehun- 
gen. welche zwischen den Functionen H eintreten, wichtig genug sie in einem 
Theorem besonders hervorzuheben: 
Theorem I. 
Wenn man einen Differentialausdruck 
A,de, + A, de +: -+ A ,.de;, 


in der Form 
M,dH, — M,dH,—+--- N M,dH, 
darstellt, so genügen die Functionen IH sämmtlich der Gleichung 


| u 
we ie, 
ö R Or, 


n.n—i1 ,,. PER 
ausserdem aber noch gr Gleichungen, welche aus der (rleichung 
1 ,.„ oH, oH 
. - Zr SR Fe 
(H,, H,] — 0 — R — u Or, 2 r, I 


31” 
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hervorgehen, indem man den Zahlen u und v die Werthe 1. 2....n 
beilegt: und umgekehrt kann man durch jede n Functionen H, welche 
diesen Gleichungen genügen, dem obigen Differentialausdruck jene Form 


ge ben. 


$. 16. 


- B. u Zu A . u EE RE i 
gen zwischen den gefundenen simultanen partiellen Differentialreleichungen. 


Man kann die Ausdrücke (w.. [w, g] als Operationen auffassen. welche 
mit den Functionen g, w vorgenommen werden. In diesem Falle ist schon 


dadurch, dass diese Operationen aus den in $.5. angegebenen Operationen 
Aig]. 


hervorgegangen sind. ersichtlich. dass zwischen den neuen Öperationen in 
ähnlicher Weise Beziehungen obwalten müssen. wie deren im angeführten $. 
zwischen jenen Operationen angegeben sind. Diese Beziehungen sollen nun 


entwickelt werden: woran sich dann einige bemerkenswerthe Folgerungen 


knüpfen. 
Denken wir uns wieder den Diferentialausdruck 


X, dr, e= X; dr; le 5 X. 1 dT;, 
bereits auf irgend eine Weise in die Form 
F,: fi .% F; df; 5 F, df, 


gebracht. 
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Wenn man aber hier für X, seinen Werth aus (46.) und, indem man in den 
Functionen H die F, f als unabhängige Veränderliche eingeführt denkt. für 


Hu den Ausdruck setzt: 

OIm 4 
oH, z(5 H„ 6Fı CH, öfı Eh 
ÖL. u E ®, F; On . fi or, 


so zerfallen diese Gleichungen unmittelbar in folgende: 


ı— In f 33 





Zu = 
| i In © F, 
. \) Y 
ehr, 
yw or, 
= (k) of), e ( H, 1 
\ — U; 2 De OF. “ 
see ni ; 1 
eh er 
er. j 
rg (K of, ( H 
\Zu.-” er 
2 nn , ' cF, , H, i 
7 Ba re . 
e=3 or; c [; 


. .. . . « > 3a 1o Incnan aamın . In 
Multiplieirt man nun immer die erste Gleichung jedes dieser Paare mit — . 


die zweite mit ar addirt beide. und nimmt dann die Summe für A. so 
OF, 
kommt: 


Ri, k) er j. on F. Km 
em . —r 4 Jg ’ 
/ or, 





Fair ae ul 7 


% 


Un. ı 


zu 
A) eier 1 Om cH re A 
il © 


Ei - 42 Om _ EHui:2 On 
2 F, ef: of; 6F, 


und demnach ergeben sich für (w) und [w, H) folgende Ausdrücke: 


ET u un EB denne 
\ v . F; eF 
48 } 4. 
I. ar cH co r H cWw \ 


iu, H) -\ar a Hr’ 





Ah Clebsch, über das Pfaffsche Problem. 


Diese beiden Formeln gestatten es sehr leicht, die Beziehungen zwischen den 
beiden Operationssymbolen zu ermitteln. Man erkennt in dem zweiten die- 
selbe Form. welche in der Theorie der Störungen und der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung eine so grosse Rolle spielt. In Bezug auf 
dieselbe hat Jacobi nachgewiesen. was leicht zu verifieiren ist, dass, wenn 
g. w, H drei ganz beliebige Functionen bedeuten, immer folgende identische 
Gleichung stattfindet: 


49.) I; vr, H]]+ Tv, [H, p]]+- 14H, [, w]] 


J 
J 


also nur übrig. zwischen den Operationen (g) und [y, H] noch 
In Folge der Gleichungen (48.) hat man offen- 


‘s bleibt 
eine Beziehung aufzusuchen. 
bar. wenn ıw und H beliebige Functionen bedeuten: 
ut a A. cH : Ri v E, FE oH SE 
te EN ee A 
„u —— | oF; u öF,ofi of 4 "ÖF,„OR; a rn = 


Ä-1 u-—I 


wenn man eine dieser Gleichungen von der anderen abzieht: 


O ei ow cH 
or, öfı 


oder 


un ö 
u. ln. m-tan.vı = -WiN+EF,Z- 2 
50.) { ul di Pre | 


| (Ev, HI) Lv, M}. 


Dies ist die gesuchte Beziehung. Ueberträgt man die Gleichungen (50.) auf 
die ursprüngliche Form, in welcher die Operationen (w) und [»v, 7] auszu- 
führen sind. so gelangt man zu folgendem bemerkenswerthen 


Theorem I. 
Bezeichnet man durch g, w, H ganz beliebige Functionen und durch 
(9). [yw, H] die beiden Operationen: 


1 En . 
m) = REENZER 


I,m) 


[Y, H] . DET E - 


R oO X; OL 


Im * 


so finden immer folgende identische Gleichungen Statt: 


[y. [v, H)]+[y. [H, y]]+[#, [y, v]] 
([w, H])— (vw), H] - ((H), vr) eis hy, H] — Q. 
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Ueber die Integration des Pfaffschen Systems von gewöhnlichen Differential- 
gleichungen. 


Bei der bekannten Behandlungsweise des Pfaffschen Problems bildet 
die Integration des ersten Pfaffschen Systems. d. h. die vollständige Integration 
der Gleichung (9) =0, nur einen ersten Schritt zur Lösung des Problems. 
Bei der gegenwärtigen Auflösungsmethode kann man es als eine besonders 
ausgezeichnete Eigenschaft dieser Gleichung betrachten. dass ihre vollständige 
Integration nichts weiter verlangt als die Lösung des Pfaffschen Problems: 
indem die bei diesem vorzunehmenden Integrationen von niedrigerer Ordnung 
sind, als diejenigen, welche im Allgemeinen zur Integration einer linearen 
partiellen Differentialgleichung mit 2» unabhängigen Veränderlichen noth- 
wendig werden. In der That kann man. nachdem das Pfaffsche Problem 
gelöst worden, sämmtliche Integrale desjenigen Systems gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen leicht angeben, auf welches die Gleichung (y) O0 führt. 
Nach dem, was in $.3 entwickelt ist, sind erstlich die Gleichungen 

in Bein, :.. 9,6, Wer 
BBeoü Bao, ... Z=e 


n 2) 


Integrale derselben. Sodann aber sind, wenn identisch 
51.) A,dn +A,dn,-- + -+A,,dre,, = MdH,-+ M,dH, +++ M,dH, 

gefunden wird, die übrigen Integrale durch die Proportion gegeben: 

Wr Am. erii.sete,, 
WO &, &%s ... 0, neue willkürliche Constanten bedeuten. Denkt man sich 
etwa die Transformation (51.) dadurch hervorgebracht, dass man mittelst der 
Gleichungen 

nee, Ko, ... Hei, 

die Veränderlichen z,,,, £,:»» --. x, durch &,, &;, ... x, und €. C&ı.... €, 
ausdrückt, so hat man an Stelle von (52.) die Gleichungen: 


Er E OL. z 

= x = iu. 

n-H1 ot, 

6‘: Ina 

( . 

ER: u 

u A, — b 2% 
vn-+l oc 


2 
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wo 4 einen willkürlichen Factor bedeutet. Will man diese Elimination nicht 
ausführen, so kann man die aus (52.) entspringenden Gleichungen 

oH, oH, 
- M, ıM, 1..-M HA, 

or Om; ' oe 


i i 


X, 


i 


Grunde leeren. Setzt man in diesen 
M,=4o,. M; - Bis 


gehen sie über in 


und irgend » von diesen 2» Gleichungen stellen dann die fehlenden Integrale dar. 

Aber aus den Gleichungen (49.), (50.) des vorigen $. geht ein Satz 
wenn es sich nur um die Integration des ersten Pfaffschen 
Systems handelt. die Operationen noch bedeutend abkürzt. Denn bezeichnen 
, H irgend drei Lösungen der Gleichung 


f =. Ü. 


Integrale des entsprechenden Systems gewöhnlicher Dif- 


hervor. welcher. 


wir durch g. 


d. h. ireend drei 
ferentialgleichungen. so hat man nach (50.) folgende Gleichungen: 


(Lg, v])-[g; vw] = 0, 
([vw, HJ)-[v, H) = 0. 
(IH, G])-[H, g] = 0, 
oder auch 
[w, H\([Y, [y, v]([w, H}) 
[H,g} (Iw, in HN{H,Y]) 
[9 vICCH, $])—-[H, (Le, v]) 
oder endlich 


pw] \ 
.a]) = % 


v,H 
(er 200 9 


He] \ _ 09 


\p. ME 
Die drei Quotienten 
(9. %] lv. H] (HA, g] 


vH)" [Hg] ’ [pw] 
sind also neue Lösungen der Gleichung ‘g)=0. oder neue Integrale des 


ersten Pfaffschen Systems: sie reduciren sich auf zwei von einander unab- 
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hängige, und diese beiden können. wenn «, P, y willkürliche Constanten. 7 
einen unbestimmten Factor bezeichnet, durch die drei Gleichungen 

[y, w] = 4a, w,H]=4P, [H, y] = 4y 
dargestellt werden. Auf diese Weise erhält man aus drei Integralen des 
Systems zwei neue durch blosse Differentialionen: und indem man wieder 
diese neuen Integrale mit den ursprünglichen verbindet. im Allgemeinen das 
sanze System von Integralen, welches das System erfordert. 

Aber in der That ist bereits aus zwei Integralen im Allgemeinen 
das ganze System der Integrale durch Differentiation abzuleiten. Denn sind 
y=Const.. w= Const. irgend zwei gegebene Integrale. deren linke Theile 
die rechts vorkommenden Constanten nicht mehr enthalten. so ist nach \D0.). 
da (g)=0 und (vw) = ist. 

53.) 0 = (Ip v])—-L9; v). 

Aber wenn man ferner in der Gleichung (50.) [y, w] an die Stelle von w. 
v an die Stelle von H setzt. kommt: 

Le: v]);v] = (Lip; v]: vl) [lg vl. vl 
oder. indem man auf der linken Seite on. benutzt: 

54) 0 = (Ile v]. v1) 21; 7). vl 
Multiplieirt man endlich (53.) mit arte. v). ww]. (54.) mit [p, w]. so kann 
man der Differenz die Form geben: 


(Le, w|, vl) _ 


'@, ap 





Es ist also auch 
et 0 
1 Y 


- Gonst. 


ein Integral des Systems. ‘und also auch ebenso: 
Ur, vi, €] — Gonst. 
VZa0E 
ein weiteres Integral. So kann man also aus zwei bekannten Integralen im 
Alleemeinen immer zwei weitere, und so allmälig das ganze System von In- 
tegralen ableiten. 

In besonderen Fällen kann es allerdings eintreten. dass die neu ge- 
wonnenen Integrale entweder illusorisch werden. oder nur in Combinationen 
der ursprünglichen übergehen. In diesem Fall ist es dann nicht möglich, 
sämmtliche Integrale des Systems aus den gegebenen abzuleiten. Aber dann 


‘“)% 
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zeigen sich häufig andere Vortheile, die man aus den gegebenen Integralen 
ziehen kann, indem dieselben eben dann zur Reduction des Pfaffschen Pro- 
blems besonders geschickt sind. Ich begnüge mich hier auf diese bemerkens- 
werthen Verhältnisse, welche eine nähere Ausführung verdienen. hingewiesen 
zu haben, und fasse nur noch die oben entwickelten Resultate in folgendes 
Theorem zusammen: 


Theorem IM. 
Wenn man irgend drei Integrale des ersten Pfaffschen Systems kennt. 


) 


w sn 


9—=4a, YV=P, er £. 

wo @. 9. y willkürliche Constante sind, welche in y, w. H nicht vor- 
kommen, so geben im Allgemeinen die Gleichungen 

[w, H):[H,y]:[g,w] = a:b:c 
swei neue Integrale des Systems: und durch Combination derselben mit 
den gegebenen kann man im Allgemeinen sämmtliche Integrale des Systems 
aus den gegebenen drei Integralen ableiten. Aber schon wenn zırei In- 
tegrale g = Const., w= (Const. gegeben sind, finden sich, freilich minder 
einfach, zwei neue Integrale 


[\g,w|.w] 








— (onst.. 
g.w’ 
’ ‚| 7 
LI WI, FI _ Const 
Y.W ver 


und aus denselben im Verein mit den gegebenen im Allgemeinen alle In- 
tegrale des Systems. 

Dieses merkwürdige und wichtige Theorem ist offenbar eine Ver- 
allgemeinerung des berühmten Satzes. welchen Poissor in der Störungstheorie 
sefunden. und dessen Bedeutung Jacobi gewissermassen entdeckt hat. um ihn 
in der Dvnamik zu verwerthen. 

Noch vollständiger aber findet sich die Eigenschaft des dynamischen 
Systems wieder bei der zweiten Form von Gleichungen. auf welche die vor- 
liegenden Untersuchungen geführt haben. Bezeichnen wir durch U eine ganz 
beliebige Function. und bilden den Ausdruck 

[g,0] = 0. 
so stellt diese Gleichung eine lineare partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung dar. von welcher eine Lösung bekannt ist, nämlich 
=, 
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Kennt man aber zwei weitere Inteerale derselben. vw und H. und benulzt man 
die identische Gleichung (50.) in der Form: 
[[w. U]. H]+[[U, #9], w]--[[H, w). U] 0. 
welche sich der Voraussetzung gemäss auf 
IIA, w\, U] = 0 
redueirt, so erkennt man. dass auch [H, w] eine Lösung der vorgelegten Dil- 
ferentialgleichung ist; und indem man diese neue Lösung mit den ursprünglich 
vegebenen verbindet. un abermals neue Lösungen darzustellen. gewinn! man 
das folgende 
Theorem IV. 
Ist U eine beliebige Function, und kennt man irgend zwei Lösungen w. 
H der Gleichung 
y,U]=0, 
so kann man aus diesen im Allgemeinen alle Lösungen dieser Gleichung 
ableiten, indem man zunächst den Ausdruck 
[w, H]. 
sodann ähnlich Combinationen dieses Ausdrucks mit ıw und H bildet u. s. w.: 
sämmtliche Ausdrücke, welche man auf diese Weise erhält, sind Lösungen 
der vorgelegten Differentialgleichung. 
Man sieht. wie die Gleichung |y. U] = V trotz ihrer sehr allgemeinen 
Form dennoch vollkommen denjenigen Charakter bewahrt. welchen man in 
dem speciellen Falle der dynamischen Gleichungen seit langer Zeit erkannt 
hat. Es mag genügen. an diesem Orte auf diese merkwürdigen Beziehun- 
sen hingewiesen zu haben. durch welche die bisher speciell gefassten Re- 
sultate der Dynamik mit einem sehr allgemeinen Probleme in Verbindung 
gesetzt werden. Aber es lässt sich auf dieselben auch eine neue und eigen- 
Ihümliche Lösung des Pfaffschen Problems gründen. deren Darstellung der 


(sesenstand einer zweiten Abhandlung sein wird. 


Carlsruhe. den 28. September 1860. 
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Die Lameschen Funetionen verschiedener 
Ordnungen. 
(Von Herrn E. Heine in Halle.) 





Di. Herausgabe des Handbuches der Kugelfunctionen *), in welchem 
der grössere Theil der bisherigen Untersuchungen über diesen Gegenstand zu- 
sammengestellt wurde, gab Veranlassung zu einer wiederholten Durchforschung 


dieses Gebietes. Schon vor Beendigung des Druckes zeigte sich, dass die 
Resultate des $. 90. in welchem über den Zusammenhang der Lameschen 
Funetionen erster Art E mit denen zweiter Art F gehandelt wird, richtig 
sedeutet (man vergl. unten Ill, $.8), für diese Functionen eine Anzahl der 
schönsten Eigenschaften geben, welche bisher nur den speciellen Kugelfunctio- 
nen P und Q zuzukommen schienen, aber einer allgemeineren Auffassung der 
l.ameschen Functionen zur Grundlage dienen können, so dass man in ähnlicher 
Art von den bisherigen Lameschen Functionen zu Functionen höherer Ordnung 
selangen kann, wie man von den Kreisfunetionen zu den elliptischen Integralen 
und den Abelschen fortschreite. Nur noch im Inhaltsverzeichnisse des Hand- 
buches konnte eine Andeutung hiervon gegeben werden; was sich damals 
herausstellte und durch weitere Arbeiten eine bestimmtere Gestalt erhielt. bildet 
den Gegenstand der vorliegenden Abhandlung, — eine Fortsetzung des dritten 
Kapitels im zweiten Theile des erwähnten Buches. 

Im Folgenden wird die dort gebrauchte Bezeichnung für alle wesent- 
licheren Functionen benutzt, aber bei den Buchstaben E und F die frühere 
Stellung der Indices, welche aus Rücksicht auf die Bequemlichkeit des Druckes 
vewählt war, verlauscht, so dass der früher untere Index jetzt der obere ist 
und umgekehrt. Eine Verweisung auf das Handbuch soll hier durch Hb. ge- 
schehen; man wird dasselbe auch da eitirt finden, wo es sich nicht um Stoffe 
handelt, die zuerst im Hb. verarbeitet wurden. 

Die Lameschen Functionen Ex) und F'’(x) sind, wie man weiss. 
(Hb. $. S0 und 90) Integrale der Differentialgleichung 


d’W 


(a.) 75 Ra +H1)2 +2] W =. 


”) Berlin bei Georg Reimer, 1861. 

















Heine, die Lameschen Functionen verschiedener Ordnungen. 


wenn man 





gesetzt hat, und b, ce, » positive Constante, letzteres eine ganze Zahl bezeichnet 
Auch z ist eine Constante, welche ausser von b und e nur noch von x ab- 
hängt. Für jedes » existiren 2»-+1 Werthe z, welche Wurzeln wewisser 
Gleichungen sind, und der Differentialgleichung («a.) den Charakter ertheilen. 
dass das eine zu dem betreffenden 2 gehörige Integral E(x) eine ganze 
Function »"” Grades von x, ya’—b’ und ya’—c' wird. (Hb. 8.79 et seq.) 
Dasjenige Integral, welches eine ganze Function dieser Grössen vom n"" 
Grade ist, wurde Lamesche Function erster Art genannt, während dem anderen. 
F, welches für & = » verschwindet, der Name Function zweiter Art beige- 
legt war. Für jedes » existiren also (2»-+-1) Funectionen erster Art E: zu 
jedem E& gehört eine Function zweiter Art F, so dass für jedes » auch (2» --1 
Functionen zweiter Art auftreten. Diese Functionen E und F, sie mögen 
also erster oder zweiter Art sein, sollen jetzt Lamesche Functionen der zweiten 
Ordnung heissen. 

Lamesche Functionen erster Ordnung werden nämlich die Integrale der 





Gleichung 
d’W a 
b) —--nW = 0 
(b.) du’ 
venannt,. wenn man 
dx 
du = —— 


setzt. Macht man b=1 und 2 =cosy, so werden Integrale von (b. 


W = cosng; W=sinng, 


ganze Functionen x" Grades von e=cosp und Yl—xr’=sing. Diese In- 





tegrale mögen als Functionen erster Art betrachtet und deshalb wiederum 
durch den Buchstaben E bezeichnet werden, während F auch hier das Integral 
zweiter Art vorstellt, dasjenige nämlich, welches für 2 = x verschwindet. 
(M. vergl. unten 11.). 

Wird in der Gleichung (a.) die Constante b gleich e, oder besser 
werden beide gleich 1, so verwandelt sie sich (Hb. $. 82) in die Differential- 
gleichung, welcher die Kugelfunctionen und ihre Zugeordneten, P", 0", P,. 
0, genügen; die E und F zweiter Ordnung gehen also für diese speciellen 
Werthe der Constanten in die P und O über. Es sind daher die Kugel- 
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[unelionen nicht Funelionen von niedrigerer Ordnung als die bisher schlecht- 
weg Lamesche Funelionen genannten, d. h. sie sind nicht von einer geringeren 
als der zweiten Ordnung, sondern es sind die P(x) und Q(x) Functionen 


weiter Ordnung für specielle Werthe der Constanten b und c. 


Functionen dritter Ordnung bildet man in ähnlicher Weise als Integrale von 


d’W 
du 


du — 


— —-[Rr(R+2)+2,2°+%]W = 0. 
(C.) 








wenn die Constanten z, und z%, für jedes » (durch gewisse Gleichungen) so 
bestimmt sind. dass je ein Integral von (c.), welches zu diesen Werthen von 
z, und %, gehört. eine ganze Function »"” Grades von.x und den Quadrat- 
wurzeln ya‘, ya’—b', y 2 — ce’ wird. Solches Integral mag wieder Function 
erster Art heissen und durch E bezeichnet werden. Die Definition und Be- 
zeichnung der Function zweiter Art für diese dritte Ordnung wählt man ent- 
sprechend den Festsetzungen für die niederen Ordnungen, d. h. die Function 
„weiter Art ist diejenige Lösung, welche für x = x verschwindet. und wird 
durch F bezeichnet. 

Functionen höherer, der (m-+1)"" Ordnung beziehen sich auf die Dif- 
terentialeleichung 


dw M a a 
aa +m)E HE” HE" + WM =, 
dı “ . ” 


wo da, den früheren Definitionen entsprechend. verallgemeinert ist. nämlich 


d ; EEE 


so dass —- das Produet von (m--1) Quadratwurzeln ya—a, ya’—b’, etc. 
(eH 
wird. Man unterscheidet auch für sie Functionen erster und zweiter Art. 

Alle Funetionen höherer Ordnung redueiren sich für specielle Werthe 
der Constanten, nämlich für a=b=e=ete.. auf einfachere Ausdrücke. die 
also gewissermassen als Kugelfuncetionen P und Q höherer Ordnung zu be- 
trachten sind. 

Die Abhängigkeit der Functionen E" von ihrem Argumente x kann 
also als Jerallgemeinerung der Abhängigkeit der Function cosny von dem 
Argumente cosy = x. aufgefasst werden. und zwar tritt die Art der Verall- 
gemeinerung vorzugsweise in den Eigenschaften zu Tage. welche man bei 
den Cosinus der Vielfachen. also den Functionen erster Ordnung aufzufassen 
hat. wenn man Functionen eixer Veränderlichen in Reihen. die nach ihnen 
tortschreiten. d. h. in trigonometrische Reihen entwickeln will. (Man weiss. 
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dass im Allgemeinen Functionen zweier Veränderlichen nach Lameschen Pro- 
ducten entwickelt werden können.) Diese beruhen auf dem Satze, dass 


7 


/ cosmpcosnypdy 


0 
verschwindet, wenn m und x positive ganze Zahlen vorstellen. und » m 
grade ist. oder dass 


7 


(d.) / cos"ypeosnpdy = V. 


() 
wenn noch ausserdem » >m. Für die speciellen Funelionen zweiter Ord- 
nung, die P, kennt man das Entsprechende des ersten Satzes (Ib. 8.52). 
indem für diese 


’] 
In /m\DPın/n\ i 
/ P,(x)P,(z)da 


verschwindet, sobald m und » verschieden sind. Auch das Entsprechend: 
des zweiten Satzes ist bekannt. wenn auch direct nur für die Function P’ 
im Hb. in der Formel des $. 63. 


(e.) Sr nla)de = 0; m<n) 
1 
aufzufinden. Das Entsprechende beider Sätze wird man im Folgenden auch 
für die allgemeinen Functionen zweiter und höherer Ordnung entdecken: die 
Verallgemeinerung des ersten Satzes ist für die zweite Ordnung in der be- 
kannten Formel (Hb. $. 88) 


\ P4 


0 





/ .$ 


/ nl LZDEWEO)EWED) du 
. — u’ Yb’— v’yc’— v’ 
enthalten, die des zweiten Satzes noch nicht ausdrücklich angegeben. Beide 
Sätze werden unten nach einer für Functionen aller Ordnungen gleich blei- 
benden Methode abgeleitet. 

Der Satz über das Verschwinden des Integrales (e). welches P enthält. 
verschafft bekanntlich als unmittelbare Folgerung die Darstellung von P' x 
durch einen n‘“" Dijferentialquotienten (Hb. $. 63, p. 164 —166): unten wird 
gezeigt, dass das Verschwinden des Integrales (d). welches die Function 
erster Ordnung coszy enthält. durch dieselben Mittel sich nur als Ausdruck 
der Jacobischen Formel erweist, welche coszy in einen »"“" Differential- 
quotienten umgestaltet. Man wird sehen. dass ähnliche Formeln für die 
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Funelionen aller Ordnungen existiren. die zwar noch nicht die wünschens- 
werthe Einfachheit besitzen, deren Ableitung aber nicht unterblieb, um zu 
weiterer Durchforschung einzuladen. 


Seit der Arbeit von Gauss über mechanische Quadratur kennt man 


cs+1 


einen Satz. der P’(z) und 0"(x) in Zusammenhang mit log bring! 


(Hb. 8.64). Den einfachsten Ausdruck für denselben gewinnt man, wenn 
man sich den Logarithmus in einen Kettenbruch von der Form entwickelt 
denkt. in welcher in der Abhandlung von Gauss über die hypergeometrische 
Reihe die Keitenbrüche für Quotienten hypergeometrischer Reihen, im speciellen 
Falle für solche Reihen selbst auftreten. Es ist dann P’(x) der Nenner eines 
Näherungswerthes des Logarithmus, Q"(x) der Rest, das Wort so genommen. 
wie es Hb. 8. 64 geschah. Steigt man zu den Functionen erster Ordnung 
herab. so entdeckt man die entsprechende Beziehung zwischen den Functionen 


1 


erster Art (oder cosay). denen zweiter Art und dem Kettenbruche für (1—x’) 


Sie ist nicht neu, sondern bereits in den allgemeinen Formeln enthalten, welche 
den Nenner, Zähler und Rest der Näherungswerthe angeben. die sich auf die 
(raussischen Kettenbrüche oder auf deren Verallgemeinerung beziehen: dieser 
specielle Fall ist übrigens in der Abhandlung, welche über jenen Gegenstand 
handelt *),. nicht ausdrücklich hervorgehoben worden, da dort seine weitere 
Verfolgung kein besonderes Interesse darbot. Erhebt man sich zu den all- 
semeinen Functionen. so wird eine ähnliche Beziehung zunächst zwischen 


| 


y . Y Y . . I - 
den Funetionen E und F zweiter Ordnung erhalten. wenn man nicht Fer 
\, x 25 BEER 


oder (1—- x”) *. wie in obigen Fällen, sondern ein elliptisches Integral erster 
und zweiter Classe in einen Kettenbruch entwickelt. Zweckmässiger für das 
Folgende ausgedrückt, ist die in einen Kettenbruch zu entwickelnde Grösse 
die Summe zweier ganzen elliptischen Integrale dritter Gattung 


’d dz ”c 
a = ———— re r“ 
. x — 3 )y2 —b’yz’— c' (2 — 


bh 








# \ 


wenn « eine gewisse Constante bezeichnet. Allgemein, bei den Functionen 
m--1"" Ordnung treten in ähnlicher Art die Grössen E”(x) und F”(x) mil 
der Summe von m+1 ganzen Abelschen Integralen in Verbindung. Ist » die- 
selbe Grösse, welche sie in der oben stehenden Differentialgleichung dieser 


*) Dieses Journal, Bd. 57: Ueber die Zähler und Nenner der Näherungswertlie 


von Kettenbrüchen. 
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Functionen darstellt, und verwandelt sich z in U, wenn man x mit z vertauscht, 
so ist die Grösse, welche in einen Kettenbruch entwickelt werden muss, für die 


Functionen (m-+1)'" Ordnung 


da dU »), dU dr dU 
Ef ef er 
J (2 — 2) , (2 —2) « (2 —2) 


> 








wenn «a, P, etc. gewisse Constante vorstellen. 

Diese Resultate werden in der Abhandlung abgeleitet. Der erste Ab- 
schnitt giebt einen allgemeinen Satz über lineare Differentialgleichungen. der 
noch weiterer Ausdehnung fähig, aber nur in der Allgemeinheit abgeleitet ist, 
welche unser Zweck erfordert. Dieser Satz ist das Fundament des Ganzen 
und die übrigen Theile der Arbeit enthalten im Wesentlichen nichts anderes 
als die Deutung des allgemeinen Resultates in speciellen Fällen. nämlich bei 
den Differentialgleichungen für die ZLameschen Functionen. Der zweite Ab- 
schnitt erläutert die Methode an den Functionen erster Ordnung: der dritte 
Abschnitt giebt die Theorie der Functionen zweiter Ordnung, während der 
vierte Abschnitt, nicht viel mehr als eine Wiederholung der früheren Methode. 
sich kurz mit der dritten Ordnung beschäftigt, und nur Hindeultungen enthält, 
die genügen werden, um zu zeigen, dass bei den höheren Ordnungen sich 
Alles in gleicher Weise gestaltet. Dieser Abschnitt wird noch weiterer Be- 
arbeitung bedürfen, indem man noch nicht mit hinreichender Klarheit das Detail 
bei den Funclionen von der dritten und höheren Ordnung übersieht. So war 
ich z. B. bisher noch nicht im Stande, bei gegebenem » genau die Anzahl 
der Functionen E”(x) in diesen höheren Ordnungen anzugeben. 

Es lag nahe, die neu gewonnenen Funclionen in ähnlicher Art auf die 
Integration partieller Differentialgleichungen anzuwenden, wie es bis jetzt mit 
den allgemeinen und speciellen Functionen zweiter Ordnung geschah. Dieser 
Theil meiner Untersuchungen soll in einer anderen Arbeit ausgeführt werden. 
wenn er erst sorgfältiger durchforscht und die Möglichkeit gewisser Ent- 
wicklungen, welche bisher vorausgesetzt werden musste, bewiesen ist. Auch 
aus ihm scheint hervorzugehen, dass die jetzige Eintheilung und Erweiterung 
der ZLameschen Functionen eine sachgemässe ist. Ueber den Inhalt dieses 
zweiten Theiles soll hier vorläufig noch Folgendes bemerkt werden: 


In den Ausdruck 


wa SER 


/ 2 / \2 / 2 
} (2— a) Ta04) Tri, 4, 
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welcher bekanntlich der Gleichung 


22 


genügt. setze man 


?=rC0SQ;, a — 000S6,, 
y=rsingcosyp,. b=eosin®,cosd,. 
s=rsingsing,. ce = osind, sind, . 


Dann verwandelt sich 7 in eine andere Form: entwickelt man es in dieser 


"N 


nach aufsteigenden Potenzen von r, so hat man als Coefficienten von gi 


das Glied P"(e). wo 
e = (05,008 6, + sing,sin®,cos(y, — 6) 

gesetzt ist. Die Grösse P*(e) lässt sich, wie man weiss (Hb. $. 67) in eine 
Reihe von Gliedern entwickeln, die nach 6 und 9 symmetrisch sind. Jedes 
Glied ist, wenn man der Kürze halber nur beachtet, wie die 9 vorkommen. 
ein Produet aus zwei speciellen Zameschen Functlionen; die eine von ihnen 
hängt von g, ab. ist von der zweiten Ordnung. also eine Kugelfunction, und 
sehört zu »,. während der andere Factor, welcher von g, abhängt. nur auf 
die erste Ordnung steigt, also cosmy, oder sinmg, ist. und in den verschie- 
denen Gliedern zu 0. 1. 2, ete.,. endlich zu » gehört. 


Seizt man in 
ar 1 
T : En 


(Vaart... t@, 








welches bekanntlich der Gleichung 
oT | 3? ‚ 
Fe 


oX 


venügt. 
2 =rC0S;, a=9c0sb;, 


2, = rSINGzCOSG;. 

2, = rSING;SNG,COSY,, 

2, ErSINGZSNGFSIN GP}. 
so führt die Entwickelung von T nach Potenzen von r auf ein Aggregat als 
Coeflicienten von r", welches dem früheren P"(r) entspricht, und sich in eine 
ähnliche Form bringen lässt wie P*(e). Es ist dieses Aggregat wieder sym- 
melrisch nach g und 6, und zerfällt in Glieder. die g in drei Factoren ent- 
halten. Jeder dieser Facioren ist nämlich eine specielle Function: der erste. 


eine Function dritter Ordnung von %;. gehört zu »: der zweite, eine Function 
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zweiter Ordnnng von @,, gehört successive zu 0,1, 2,... x; der dritte, eine 
Function erster Ordnung von p,. gehört ebenso der Reihe nach zu 0, 1.2,...n 
Man wird das bisher Gesagte leicht auf die Entwickelung von 
' 1 
1 Bi 


ug 7 = u er Tr 
(} (Ta) ++ (Dn+ı— Au+1) ) 


übertragen. 

Führt man statt der obigen Coordinaten %,, %, elliptische z,, 2, ein 
(Hb. $.76), so wird P"(e) ein Aggregat von Gliedern (Hb. $. 91). deren 
jedes 3, und 2, in der Verbindung E”(z,) E*(z,) enthält, wo die E beide die- 
selben allgemeinen Funclionen zweiter Ordnung sind. In dem nächst com- 
plieirteren Falle wird durch Einführung ähnlicher Coordinaten z,. z,. 3, die 
Grösse, welche P"(v) entspricht, z in der Verbindung E”(z,) E*(z,)E"(z, 
enthalten, wenn alle drei Functionen E dieselben von der dritten Ordnune 
vorstellen, — allerdings unter der noch unbewiesenen Voraussetzung. dass eine 
hinreichende Anzahl verschiedener E’ in dieser Ordnung exislirtl. Für den 
allgemeinsten Fall ist das Resultat ohne weitere Hinzufügung zu übersehen. 

Indem wir nun zur Ableitung der oben erwähnten Resultate übergehen. 
wollen wir, um vollständige Symmetrie für die verschiedenen Fälle zu erzielen. 
die Differentialgleichungen (a.) bis (e.) nicht in der aufgestellten Form sondern 
in derjenigen betrachten, welche sie annehmen, wenn die Grössen da im 





Nenner nicht ein Product von Quadratwurzeln wie yx’—a’, yxz’—b’, etc. son- 


dern wie ye—a, ye—/ enthalten. Durch bekannte einfache Substitutionen 
wird man immer von der einen Form auf die andere kommen können. 


I. Ueber lineare Differentialgleichungen. 


$. 1. Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung. um unsere 
Untersuchungen nicht zu weit auszudehnen, nur von der zweiten Ordnune: 


‚dU ‚ dU 
(1.) ve) I +x(x) Fr +4 )U=d®. 


L UL 


Es sollen hier w(xz), z(xz) und (x) ganze Functionen von x vorstellen. und 
f(x) ein Integral von (1.) bezeichnen; wir beschäftigen uns mit der Darstel- 
lung eines zweiten Integrales derselben Gleichung. 


en nm 








. oO ou = 
Setzt man =tr, so wird — =———, und man erhält sofor! 
—32 5 CL 02 
. dv er 





R d’v s . 
v(z) —+r(2)—+YI/(z2)e = vw(r) — —r/z) 19/2e. 
va) rd | 2 r\w) AU) 


33 * 
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Diese ee multiplicire man mit f(z) und integrire, vorläufig unbestimmt, 
nach z; setzt man noch zur Abkürzung 


of(s)dz -/ dz, 





so wird dann die linke Seite 
a.) = vo) +) +9 @)J 
und die ihr gleiche rechte, nachdem man durch Theile integrirt hat, 
v@a)[f) er @]-z@) rt): 
+ fiv (z)f"(2)+z()f'(2)+9 (x) f(z)]ode. 


Unter dem Integrale setze man für w(x), (x) und I(x) resp. [w(x) — w(z2)]+Ww(z). 
Br [z(@)—z(2)]+z(2) und [Y (2) —4 apa +%(z); berücksichtigt man den Umstand, 
dass f(x) eine Lösung von (1.) ist, so verwandelt sich dann das Integral in 


Sud -v@)" HZ DH IE -IC))FS)]edz. 


Wiederholte Integration durch Theile verändert vorstehenden Ausdruck in 
(vr) —yla))ef' (2) fl W KW) yla))el+(le)—z(z))eflz) 


Srol£2=28]-; N , 


so dass, wenn man Alles vereinigt. (a.) gleich einem von der Integration 























freien Theile 





- [fr fe) ley@l+ez@)f@)]- 
vermehrt um das Integral 
/ Pflz)dz 
wird. wo zur Abkürzung 
u ha ne NR np ud a 
dz’ —32 ds C-—3 ” C—3 


wesetzt ist. so dass F eine ganze Function von x und z bezeichnet. Der 











Ausdruck (b.) lässt sich übrigens noch 


(6) = (2 Ad [e=Daf@O],2Of@ 


”—27 ds ap (2)  (&—3) 





zusammenziehen. Wir haben also die Gleichung 


(e) (a) = (b))+/ Pfle)ds. 

















SE 
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$. 2. Wählt man für die Integration nach z solche Grenzen x, und x,, für 
welche die Grösse (b.) verschwindet, so vereinfacht sich die Gleichung (e.) zu 


xy. ar x 
(a.) =7 Pf(z)dz, 


Xı 
wenn x, und x, von x unabhängige Werthe bezeichnen. Vollständiger aus- 


gedrückt wird also dann 





x f(z) 
J, - 10 dz 
—3 
7 
der Differentialgleichung 
d’J : a 
E \ 0 4 f; » 0 | C f \ B_ fy / \ ” 
v(2)—+xl2) —-+9(2)J Pf(z)dz 
P\r) de? TAT, nr , fi )dz 


genügen. Wir untersuchen nun die Beschaffenheit solcher von x unabhängigen 
Werthe x,, x,, etc. die für z gesetzt (b.) verschwinden lassen. 

Soll (b.) für einen festen Werth x, von z, und zwar bei jedem Werthe 
der in (b.) vorkommenden Grösse x (unabhängig von x) verschwinden. so ist 
erforderlich und hinreichend, dass die zwei Gleichungen, in welche (b.) = 0 
zerfällt, erfüllt werden 

ae.) yva)flaı) = 0, 
2) fa)v(a)-fa)v (a) +za)flaı) = 0. 

Diese können nur von solchen Grössen x, erfüllt werden, welche 
Wurzeln von w(x)—=0 sind. Es verschwindet nämlich wegen («.) entweder 


(a. 


f(x) oder w(xz,) oder beide zugleich. Verschwindet f(x,) allein, nicht auch 


v(x,), so wird zwar («.) erfüllt, aber (?.) verlangt. dass auch f’(x,) ver- 
schwindet. Aus (1.) folgt dann unmittelbar, dass auch f”(x,) Null wird, und 
indem man (1.) mehrere Male nach & differentiirt, dass jeder Differentialquotient 
von f(x) für = .xr, verschwindet, was unmöglich ist. 

Liegt die Differentialgleichung (1.) vor. und kennt man ausserdem f(x) 
oder wenigstens f(x), f(x), fa). ete. (in den meisten Fällen genügt eine 
ungefähre Kenntniss), so wird man nun durch («.) und (/.) erfahren, welche 
Werthe, also welche Wurzeln von w(x). die Grösse (b.) zu Null machen. 
Wir fragen aber. um in die Natur des Gegenstandes einzudringen, allgemein 
wie die Funclionen x und 9 beschaffen sein müssen, um (b.) verschwinden zu 
lassen, wenn für z, wegen des soeben gefundenen Satzes, nur Wurzeln von 
w(2)=0 gesetzt werden. oder. was dasselbe ist, damit eine Wurzel x, 
von vw(z)=0 die Gleichungen («.) und (/.) erfülle. Zunächst ist klar, dass 


Pr 
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es hierbei nicht auf 9 sondern nur auf 2 ankommen wird. Wir betrachten 
den Hauptfall. in welchem w(x) keine gleichen Wurzeln hat. 
Es können zunächst Wurzeln r von w(x) auftreten, für welche fx) 






weder verschwindet noch unendlich wird. Aus (/.) folgt. dass solche nur 
und immer die verlangte Eigenschaft besitzen. so oft für sie die Gleichung 






besteht 






xır) = vr) 
wenn man nur annimmt, dass f(r) für 2=r gar nicht unendlich wird oder 






wenigstens mit (@—r) multiplieirt für x = r verschwindet. 
Es können ferner Wurzeln qg von w(x) auftreten. für welche fix) 
verschwindet: es mag f(x) wie (x—g)” für z=g verschwinden, d. h. gleich 







(@—gq)”"@(x) sein, wo @(q) w . verschwindet noch unendlich ist. Auch 






(2—g)@'(x) soll für = g verschwinden. Dann folgt aus (/.) die Gleichung 






x) = (I-m)w(g). 
Macht endlich die Wurzel p von w({r) die Function fx) unendlich 















. 


wie (e—p)", d.h. ist (2—g)”"f(@) für 2=g endlich und nicht Null, so 
I \ 
(I) 


selze man f(x) = (2 —p)"@G(x) und findet aus 
ı(p) = (1-+-m)w'(p). 

Um für die späteren Anwendungen unnütze Weitläufigkeiten zu ver- 
meiden. wollen wir von hier an nur den Fall betrachten, der allein für 
uns von Wichtigkeit ist. in dem m =! ist. in denen also die Wurzeln von 
v(e)=0. die fir) zu® oder & machen. dieses ihun wie eine Quadratwurzel. 

Kommen Wurzeln von allen drei Arten in w(.r) vor, zerfällt also w(.r) 
in das Product dreier ganzen Funclionen w, (x). vn (x), w,(x),. so dass die 
Wurzeln der ersten wie oben p beschaffen sind. d. h. f(x) wie eine Quadrat- 
wurzel unendlich machen, die von y, (.r) dagegen f(x) wie eine Quadratwurzel 
verschwinden lassen, für die Wurzeln von vr, (x) zuletzt f(x) endlich und 
von Null verschieden bleibt, so verschwindet daher (b.) nur und immer für 
alle z, welche Wurzeln von w(x) sind. wenn (x) die Form hat: 











p,(x) 
EN | .\ r (. Er Fa a f \\3 
\ Zt 7 = (€) _ [vr (a U) } Mn, 7 / (j v (£)) ] 
u, 
67 \ d 
PEN E e\ RN 7 f] € r) # \ 3 
= y(a) los [y; (z)yyr(a)(yyı())]. 






oder dieses vermehrt um w(z)mal einer beliebigen ganzen Function von x. 
Da die rechte Seite von (y.) eine ganze Function von niedrigerem Grade als 


C; 
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w(x) ist, so wird sie zugleich die einzige Function %(x) sein, die von nie- 
drigerem Grade als w(x) ist und für sämmtliche z, welche Wurzeln von 
v(z)=0 sind, den Ausdruck (b.) zu Null macht, wenn über die Lösung f 
nur vorausgeselzt ist, dass sie in der oben angegebenen Art O0 oder x werden 
soll. Wir beschäftigen uns im Folgenden nur mit Gleichungen, in denen x (x) 
die Form (y.) besitzt, und wo es noch nicht diese Form hat, redueiren wir 
die vorgelegte Gleichung durch eine geeignete Substitution auf diese Form. 
Anmerkung 1. Man hätte allgemeinere Resultate gefunden. wenn 
man am Anfange des $. 1 mit der Grösse (@e—z)* ebenso operirt hätte, wie 


1 : n 
es dort mit © = —— geschah. Im $.2 hätte man dann zu den constanten 
ut Fe 


Grenzen X,. X. ele. noch die veränderliche Grenze x hinzufügen können. 

Anmerkung 2. DerFall. in welchem (x) gleiche Wurzeln besitzt. 
lässt sich auf den früheren zurückführen. Ist e=r eine mfache Wurzel von 
vw), und f(r) weder O noch x, ist auch f'(r) nicht sc. so folgt aus (P.). 
dass (b.) nur dann für z=r verschwinden kann, wenn (x) die Wurzel r=r 
m—imal enthält, also aus (1.). dass auch I(x) diese Wurzel m—1Imal ent- 
halten muss. Die Gleichung (1.) wird also nach Division durch (e— r)" " auf 
den früheren Fall zurückgeführt. War x =g eine mfache Wurzel von w(r). 
für welche auch f(x) verschwindet, und ist dies von der Form 

f(&) = (@-9)" Ge), 
wo @(g) nicht verschwindet und nicht unendlich wird. so kann man statt der 
Differentialgleichung (1.) die für @(x) betrachten, die leicht zu bilden ist. und 
in der g die Rolle spielt, welche so eben r zukam. Aechnlich verhält es sich 
mit Wurzeln, die den Charakter der p tragen. 

$. 3. Die Gleichung (1.) lässt sich durch eine lineare Verbindung 
von Ausdrücken wie J, integriren, wenn, wie wir jetzt annehmen wollen, der 
Grad von 9 wenigstens um zwei Einheiten geringer ist als der von w. 

Es sei w(r) vom m-+?2"" Grade, also y(x) und I(a) resp. vom 
(höchstens) m--1"" und m”: es ist dann 7 nach x und x vom m—1'"” Grade. 
Die Wurzeln von w(x), die wir uns (s. oben) sämmtlich verschieden denken. 
Mögen X, Las... 2u;2 heissen. 

Man ordne 7 nach Polenzen von z in die Reihe 


er. (m—1) _m—1 


17 nu a +az-+a zZ zu d x ü 


in welcher die a von z unabhängige Grössen, die aber noch ganze Potenzen 


von x enthalten, bezeichnen. Setzt man nun für jeden ganzen Index p und 
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qvon p=0 bis p=m und von g=O bis g=m-—1 (In 2° ist q Exponent, 


nicht Index) 
[mr f(a)dz () ee ER 
J, =-/ —_z vg — z’f(z2)dz, 
Xp | 


p+l 





wodurch also J, eine Function von x allein. jedes ce eine Constante wird, so 


hat man ein System von Gleichungen 
 :, SE i 
(z)—2.ı19(2\—19(»)\ LE I ea gr ‚(m—1) 
va) (x) re, Y(z)), = au tartar,t"ra En 
und zwar im Ganzen m-+-1 Gleichungen. weil p so viele Werthe annimmt. 


Man bezeichne nun die Determinanten eines Systemes. welches aus 
(m—]) 

Sue ee 

} ' (m—l) 

A 





ı) (m—1) 


A AN -; 
durch Fortlassen resp. der ersten. zweiten. etc. letzten Horizontalreihe ge- 
bildet werden. mit den üblichen Vorzeichen. durch C,. C,. ... C,: dann wird 
bekanntlich für jeden Index g 

v„Go+aG+"+m0. = 0. 


also 


2.) U = C++ +0.V 
ein Integral von (1.). Sollte fr) für 2= we nicht verschwinden, so wird 
man. wenn fx) in den Integrationsgrenzen x, bis x,., nicht unendlich wird. 
sicher ein von fix) verschiedenes Integral erhalten haben. da jedes J für 
= x verschwindet. 

Die Determinanten © lassen sich übrigens ziemlich einfach ausdrücken. 
Setzt man zur Erleichterung der Darstellung in diesem Paragraphen fest, 
dass eine Veränderliche 3, nach der von x, , bis z,., integrirt wird. z, 


heisse. so wird der obige Werth von c,‘ sich also auch 


= /(&,)"f(z,)ds, 
schreiben lassen. Bekanntlich ist die Determinante 


„m—l 


n 
l - —- 
„ „ . * . “| 
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gleich dem Producte 


\/ \ 2 
u ) - u \ 
(22 31) \ 33 ui FR Pm “) 
(2 u ) [m .m,) 
w; =)» » mn ,) 
” 
A ai 
\*m » m—1) 9 


welches /7, heissen mag, weil in ihm 3 nicht mit dem unteren Index O0 ver- 
sehen ist, während das entsprechende Product, dem der untere Index p fehlt. 
statt dessen der Index O eintritt, /7, sei. Alsdann hat man 


ce, = /H, )f@)...f(3„)dzudz....ds,, 
wenn unter dem vorstehenden mfachen Integrale sowohl f(z,) als auch ds, fehl! 
Setzt man diese Ausdrücke in (2.) ein, und macht 


so ändert sich (2.) schliesslich, nach sehr einfachen Sätzen über Zerlegung in 
Partialbrüche, iz 


(2.*) Hi E 11. [% Ze  KGIDEET ACTYER — diz di: ‚dz. 


(23, )(E— 2,)...(2— Zm) 
um, wo das Integral jetzt m--1fach ist. und kein Index von O bis m incl. 
unter dem Integrale fehlt. 

$. 4. In den folgenden Abschnitten sieht man an den besonderen 
Fällen der Gleichung (1.), die dort behandelt werden, wie bequem der Aus- 
druck (2.) ist, um aus ihm die Eigenschaften der Lösungen von (1.) zu er- 
kennen. An der gegenwärligen Stelle soll unsere Integrationsmethode noch 
einmal ins Auge gefasst werden, um bekannte Resultate durch dieselbe zu 
beleuchten. 

Man kennt schon lange ein Mittel, um ein zweites Integral einer linearen 
Differentialgleichung wie (1.) durch eine Integration aus einem bekannten In- 
tegrale f(x) aufzufinden (Hb. $. 31). Durch dieses ergiebt sich als zweites 
Integral von (1.), vorausgesetzt dass man für z7(x) seinen Werth (z.) aus $.2 


gesetzt hat, 
dx 


U = ——— 
u: TERRAIN 
Man erhält also eine lineare Relation zwischen diesem Werthe von U, wenn 
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man das Integral von einem geeigneten Werthe von x an nimmt, und dem 


Ausdrucke (2.). 
Eine ähnliche Betrachtung lässt sich an der allgemeineren Gleichung 


UV u AT ; FE 
8) we) tr) +0) V = (b)+/ Pfle)ds 


dx 


anstellen, wo (b.) und 7 die Bedeutung des $.1 hat. Ein Integral derselben ist 
v_ (fa . 
i z—3 ’ 
andererseits lässt sich ihr Integral aus zwei Integralen der Gleichung (1.), 
also aus f(x) und dem Werthe (2.) auf ganz bekannte Art darstellen. Man 
erhält so eine Gleichung zwischen den beiden gleichen und nur in der Form 
verschiedenen Lösungen von (d.). 

Um die Bedeutung der auf diese Art erhaltenen Beziehung aufzuklären, 
soll diese Betrachtung hier auf Differenlialgleichungen erster Ordnung über- 
tragen werden: sie liefert dann einen bekannten, sehr folgenreichen Satz von 
bel. Durch die Methode des $. 1 sieht man ein, dass, wenn f(x) ein Integral 


der Gleichung 


ist, dass alsdann 


(3) dz 


der Gleichung 


©, 


P = — 





dz 


reseiz!. also ein Aggregat von Gliedern 

re = Zbg2’y 
ist. wenn die 5 Constante bezeichnen. die allerdings von Glied zu Glied. d.h. 
für verschiedene p und q verschieden sein können. Andererseits findet man 
durch bekannte Methoden auf der Stelle das Integral von (e.) in anderer Form. 
Heisst nämlich die rechte Seite von (e.) für den Augenblick r, so liefert die 
übliche Integrationsmethode das Integral von (e' 


'ndz 


} u - 4 
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.. . . f \ 1 . .. « . 
Berücksichtigt man noch, dass f(x) = ———- ist, so erhält man durch Gleich- 


Yw(z) 
setzen beider Ausdrücke von J 


.. rn “u Ir | 'xcrdr "zadz 
w 2) /- —_ Ya ( = u zb /- ke + 
0 e en, Y(%) a (2 —3)} w(z) x) Yv(z)Y yw(@) 


Nur die Ableitung dieses Satzes nach der obigen Methode möchte ungewöhn- 





lich sein; über die Grenzen der Integration ist den üblichen Betrachtungen 
nichts hinzuzufügen. 
Beispiel. Wegen der späteren Anwendungen soll der Fall ausgeführ! 
werden, in dem 
v(z) = (c-o)(ce—-P)(c—Y). 
also w(x) ein Ausdruck dritten Grades ist. Es seien «, 9, y reelle Con- 


stanten. und << 9 <<y. Alsdann ist = - — — —, also die rechte Seite von (T. 
{ ü D) : 


LE " zdz uf 
Ivo) I va we) ol 


Nimmt man die Integrale nach z zwischen den bestimmten Grenzen @ und 


das nach x von er an und denkt sich x > 7, so wird schliesslich 


Yılw @) en u B _d SG cd | » de f de 
rr (— I JI ML ud) SWEÜSL 19% 


M. vergl. üs die Wahl der Grenzen *) aa Beitrag zur Theorie der 
Abelschen Integrale $. 1 und $. 2. Braunsberg. 1849. 





ll. Die Lameschen Functionen erster Ordnung. 


$. 1. Es mögen « und ?, damit Weitläufigkeit bei Bestimmung der 
Vorzeichen vermieden werde, reelle Constanten bezeichnen. von denen « die 
kleinere ist; x sei eine reell gedachte Veränderliche. Man setze 
f f / DN dx 

v(x) - (2—e) (—/P)5 du = = — 

ver, 
und denke sich yy(x) positiv reell oder imaginär, d. h. im letzten Falle gleich 
imal einer positiven reellen Grösse. Unter diesen Voraussetzungen wird hier 





*) Man sieht dort, er aus vorstehender Formel die bekannte 


lz 
l- uf! (2-3) —— = — 2ni 
a I of Ivy) 
sich ergiebt. Aus (e.) werde ich gelegentlich den Abelschen Satz beweisen. 


34 * 
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von den Integralen der Gleichung 


dw nn _ 
Ad) Ge-W=0 






sehandelt. wenn » eine ganze positive Zahl vorstellt. 
Man sieht, dass die vorstehende Gleichung sich nur unwesentlich von (b.) 


in der Einleitung unterscheidet. Von (1.) kann man auf doppelte Art auf (b.) 













kommen: erstens kann man in (1.) die Substitution YyYe-a=z, P—a=b 
2 ds 7 
verwandelt, also nach Vertauschung von 





machen. wodurch da sich in 








2 —b 


= mit x die Gleichung (1.) in (b.) umgeändert wird. Man sieht hieraus zu- 


“ 
. 






gleich, dass (1.) nicht allgemeiner ist als (b.); ja sogar könnte man ohne 
wesentliche Beschränkung 5=1 machen. Zweitens kommt man aber auch 
wenn man 9 =—eae=b, und 2» für » setzt. woraus man 








von (1.) auf (b.). 
schon ersieht, dass eine einfache Beziehung zwischen den Integralen von (1.) 





vorhanden ist, die zu z» und denen, welche zu 2x gehören. 
Die Gleichung (1.) lässt sich auch in der Form 


& ’ ; n” 
ie) ) 4 L Ta x) ur W _ 0 
Page Tr) 4 




















schreiben. 
$. 2. Man findet auf der Stelle zwei parliculäre Integrale *) von (1.), 













nämlich 





(ye-a+yr—P); (ye-a—ye—p)*, 
oder 
(a) (A+Bj", (A-B)", 
wenn man zur Abkürzung setzt: 
A=yr-o, B=Yya-—P. 
Durch Combination dieser particulären Integrale können andere von neuen 
Formen erzeugt werden. Wir heben zwei von ihnen hervor 




















u) AH+BM+A-B, (A4Bt—- AB 
el 6 ut 75 n 5) 9 n ’ 
2(1d—«) 2(yd—e) 
die also, wenn man 
ye—a = yP—a.c0sp 
setzt. resp. in cosag und isinzg übergehen. (Wäre e=—1, P=1, x=cos?y 


gesetzt. so würden diese Integrale gleichfalls cosay und isinzY sein). 





—— nn _ - —— 


*) Ist die Nummer des Abschnittes der Nummer der Gleichung oder des Paragra- 
phen nicht hinzugefügt, so bezieht sich das Citat immer auf den laufenden Abschnitt. 
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Wir können also zwei Functionen von x angeben, welche (1.) ge- 


nügen, zugleich ganze Funclionen x" Grades von A und B sind, und die (bis 
auf einen constanten Factor) vollständig durch Hinzufügung der Bedingung cha- 
‚akterisirt werden, dass jede von ihnen entweder eine rationale Function von 
r, oder A mal einer solchen, oder B mal einer solchen. oder AP mal einer 
solchen ist. Dass diese Bedingungen zur Bestimmung wirklich ausreichen. 
übersieht man sogleich. wenn man sich der üblichen Methoden zur Entwickelung 
der Lösungen solcher Differentialgleichungen in Reihen erinnert: eine wirk- 
liche Ausführung der Entwickelung. die ganz bekannte Reihen giebt, ist nicht 
erforderlich. 

Die so definirten Funclionen sollen zu n gehörige Lamesche Functio- 
nen erster Ordnung, genauer noch auch erster Art (s. $. 3) heissen. Auf die 
bestimmte Festsetzung der multiplieirenden Constanten kommt es in der Theorie 
nicht an; der Bequemlichkeit halber wählen wir sie genau so, wie (b.) es 
vorschreibt. Das Functionszeichen für diese Ausdrücke sei E’(r) oder E”(r) 
auch schlechtweg E(x) oder E. 

Hier wie im Folgenden wird eine ganze Function einer Grösse 3 vom 
m" Grade durch G(z, m) oder G(m) bezeichnet. Derselbe Buchstabe @ kann 
in derselben Rechnung verschiedene ganze Funclionen vorstellen. und bezieht 
sich eben nur auf den erwähnten Charakter der Funetion. Ist es nöthig. die 
Verschiedenheit hervorzuheben. so erhält @ untere Indices. Ferner sei für 
n n—1 


=; für ein ungrades. 2 
n 


Wir sahen, dass zu jedem » zwei Functionen E, sie seien E7 und 


ein grades nz, 


’n 


“3. gehören. Man hat offenbar für ein grades n 


n 


Ei(@)=6(0, 2); Ei(@)= AB6G(o-1,2); (o=-.). 





für ein ungrades n 


Yız v/ \ wur \ v/ \ n—1 

E:i(x)= AG(o,r); E:(z) = BG(o, x); (o ne u 
&. 3. Durch E} und E} ist (1.) vollständig integrirt; man kann auch 
die Ausdrücke $. 2., (a.) als Lösungen derselben ansehen. Der eine von 
ihnen, (A— B)” unterscheidet sich wesentlich von den anderen dadurch. dass 


n 
Gy 


er für r =» verschwindet. und erst mit «° multiplieirt 


( —@) vx 


= 2? (A-B = (— a) 





Yye—a+ye— 


























270 Heine, die Lameschen Functionen verschiedener Ordnungen. 






für 2 =» endlich. nämlich (er) wird. Man’ schöpft hieraus den Satz. 


dass jede Lösung von (1.), die für e=» verschwindet, mit ihm überein- 
te 


stimmt. und mit jeder Potenz von x, die niedriger als die - ist. multiplicir! 
für x = » verschwindet. Eine solche Lösung heisst Zamesche Function 
(erster Ordnung) zweiter Art. Sie wird durch den Buchstaben F bezeichnet. 
indem man 


Pr) we fen 


TEL 


n 


> 1. / \ - . er 
setzt. so dass 2 F’(r) für r=x in LE ) übergeht. 





$. 4. Die Gleichung (1.) ist also für jedes » durch irgend zwei von 
den drei Functionen E}. Ei, F", vollständig integrirt. Um Eigenschaften 
dieser zu entwickeln, bringen wir sie durch die Methode des I. Abschnittes 
mit einander in Verbindung. 

Es sei zuerst n grade; alsdann ist E}(x), oder kurz E,(x) eine 
Function, die für keine Wurzel « oder 5 von (x) verschwindet. Vergleicht 
man die Form unserer Gleichung (1.) mit der in I.. so wäre E,(z)=f(r) 
und z(r)=4w(e) zu selzen; also hätte z(x) eine Gestalt, (m. vergl. 1. 
$. 1. (y.)), welche die Anwendung der Methode des vorigen Abschniltes zu- 
Ianen würde, wenn E,(x) für 2=e und c=/ wie A und 5 verschwände. 
was. wie man sieht. nicht der Fall ist. Wir transformiren deshalb (1.) in 
eine andere Form, auf welche direct die Methoden von I. angewandt werden 
können. Den allgemeinen Gedanken. welcher dieser Transformation zu Grunde 
liegt, werden wir II, $.4 näher auseinandersetzen. 


1.) 


Man substitnire in ( 


so genügt U der Gleichung 





\w(@) 
welches wir fr) nennen, und nun wird f(x) für e=«a und r=/? wie eine 
Quadratwurzel, nämlich wie A! oder B”', unendlich. Es hat also jetzt 
zi)=3w(e) die in I.. $.2 (y.) geforderte Gestalt; da die Grössen w, x. 


— ’ 
- 
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7 
. 


? 
u = ur 3 nur vom Grade 2, 1 
zweites Integral von (1 *. 


ge - E, ads 
v (x - 
| 


i -z)] v@) 
welehes für £ =» verschwindet. oder : 


| als zweites Integral von (1.), welches 
demnach bis auf einen constanten Factor k mit F”(xr) übereinstimmen muss ($. 3 


| Jin pi 

/ \ nn \ EM E, “1 \»J Us 

„ (e-:2)Yyi%) 
Ist n Ze so seze man W=B.U. Dann wird U 
2—a d 

\ 
w(2) —— - 
& "Vz- 


—— DE A 
8 dx -[ye— -a (Yr— P, ji 
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.„ O sind, 


so wird ?—=(. 


und man findet als 





der Gleichung 








de '"4 U v 
genügen. Oi PM ‘al derselben 
ad E, (x) 
Ye—/ 
wird für z=e resp. = 5 Null oder unendlich wie Ve—eo oder (7— P). 
Man findet daher als zweites Integral von (1.), wenn %k, eine gewisse (on- 
stante vorstellt. 
2.) Fra) = hy AR 
„ (@—-3)y3—P 
$. 5. Da F(x) nach $.3. für e=x erst mit x’ multiplieirt für 
2 = endlich bleibt, se giebt die Entwickelung der Integrale in (2.) nach 
absteigenden Poltenzen von x das Resultat: 


Bedeutet m eine ganze positive Zahl 


die kleiner als © ist (0 — 
Be a . 
- >): so hat man resp. für grade oder ungrade n die Gleichung 
P da P dig dz 
(3.) va z"E, (z ) en 0; / Fi E' 3) en 0. 
« £ v@) « Y> — 9 
Zur Bestimmung der Constanten % 


und A, in (2.) 
diese Integrale. 


dient ferner ($. 3). dass 
: . | ” l; | r h »1 » fii » m - ? » A 3 164 . 
mit k oder 4, multiplieirt,. für m = den Werth (5 ) 
geben müssen. 


Um bequemer die Bedeutung dieser Gleichungen übersehen zu können. 
selze man, was offenbar in Folge der Ableitung gestaltet ist (man hätte ja am 
Anfange des $.5 nur nach absteigenden Potenzen von (a 


brauchen). in den Integralen (s— 


— ec) zu entwickeln 
@)” für =”, und mache dann /$. 2) 
yz—a = YP—a.cosg, 








iyp—a.sıng, 
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- 


wodurch die verschwindenden Integrale resp. 


71 7T 
2 


# cos” peosnpdy, / cos” 'pcosnypdy, 


0 0) 
werden. das erste grade, das zweite ungrade » betreffend. Ferner folgt aus 


dem Falle m = 


wodurch die Constanten in (2.) bestimmt sind. Aus $. 3. weiss man, dass diese 





Integrale im Wesentlichen nichts anderes als (Ye—a—yxz—ß)* vorstellen. 

$. 6. Die Gleichungen (3.),. welche unmittelbar aus (1.) sich ergaben. 
verschafften die erste wichtige Folgerung,. welche schon. im Vorwort erwähnt 
war und hier gedeutet ist. Die Darstellung der E durch wiederholte Dif- 
ferentialion, also Jacobis Formel für cos»yp (Hb. $. 36), lässt sich gleichfalls 
in (3.) lesen. Um dies zu zeigen, benutzen wir die bekannte Gleichung 


a) ES gl = Ef Halle Tr f rpla)da 


d 


(Ba) Z, Erw 
alemues :: riet, a "y(a)de— tf® Iopl(r)de, 


[#3 








in der g(x) eine beliebige Function, » eine positive ganze Zahl. /(r—]) 
das Gaussische Zeichen vorstellt. und bei dem vfachen Integrale links jede 
Integration von a an genommen wird. 

Ist eine Reihe von Integralen 


Rx "x >%x 
/ plr)dr, / zp(z)dı, ... J x ""p(x)dx 


Aa dd 
oleich Null. so verschwindet daher jedes mfache Integr af p(a)de"'' von 
»—0 bis m = 0o—1l. Auf unsere Integrale |3.) er. und zwar zu- 


nächst auf das erste derselben (für grade » geltende). zeigt («a.). dass 
'* Ei(@) 


5 } iv (7) 


u 








und seine o—1 ersten Dilferentialquotienten nach x für 2 = /? verschwinden. 


Heisst jenes Integral ao so hat man daher 
= (pP) = ele. = 5°" (pP) = 0 


ET: 


\ of Yn/ 


un 3 R' “.% \ 
2) (el / Ar ı\T,. 
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Es ist ohne weiteres klar, dass man diesen Gleichungen noch 
5(e) = 8a) = etc. = 3° *(m) = 0 
hinzufügen kann. 

Die neue Form von E, ergiebt sich aus unseren Beziehungen. sobald 
man die ungefähre Gestalt von % kennt, die man aus (a.) ersieht. Es isi 
nämlich 5 (x) ein Aggregat von Gliedern, deren jedes das Produet einer Potenz 
E(x).x" G(6-+-m,r) . n. 

— ——— oder von —— - ist. Ein solches 
ywiz) wir 
unbestimmt ausgeführt hat bekanntlich die Form 


x’ "mal einem Integrale von 


dx 


Yır (x) .G (0 + m— 1 ) 4 (G of 


o dass 5(x) selbst die Form 
ER a Yr/ ‘ N W/ 4\ £ d.r 
yv(z)G(n—?2)+G(o—-1)/ — 
besitzt. Da noch der o—1' Differentialquotient von $ für x = ? verschwin- 
det, also der Factor des Integrals, @(o—1). Null sein muss (E enthält näm- 
lich in seinen Constanten keine Transcendente, also auch @(»—2) und Go —1) 


KZe 


an 


i : PP de ’ ’ 

keine solche; die Transcendente / rn kann aber nicht bei allgemein 
yyir 

[93 


bleibenden « und 5 gleich einer rationalen Grösse sein), so wird 

(la) = ywlz).G(n—2. x). 
Berücksichtigt man die Bedingungen über das Verschwinden von %.r) und 
seiner Differentialquotienten, und bezeichnet durch e eine gewisse Constante. so 


sieht man, dass 


1/ ee 


G(n—2,2) = c(z—-e)”"(r—P)° 


wird. also 
n—I 


ki u ar 5 
(4.) Y1 (x) = C} v(T) Er (y TC) . ) . 


Bei der Bestimmung der Constanten ce, die sich sofort durch Vergleichung 
beider Seiten von (4.) ergiebt, verweilen wir nicht länger. 

Als Jacobis Formel erweist sich diese am bequemsten, wenn «= —1. 
P=1, 2=cosp, und 2» für » gesetzt wird. Dann hat man 





— gi ‘ Zn s 
cosnp = eye—1-— (e-1""; (2=c05p). 


welches der erwähnte Ausdruck ist. 
Journal für Mathematik Bd. LX. Heft 3. 3) 
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Für ungrade n gestaltet die Rechnung sich folgendermassen: Setzt man 


m E dx? 
5) = SR ı (A —. 
2 =?» 


so bestehen die Gleichungen 


ON __ ION __ _ Ro—l/d\ _ 
sp)=ElP)=r =) = 0, 
5 (0) = 5 () Er Al (ed) (a) = 0, 


lerner Ela) = yr—P%°(a). Da nun 


4 \ 


Ei ) Ve- \ 
"7 - r \ (G, I) = 
ye— A Yye— = | 


hat sr) die Form 
52) = yırla)G(n—2). 


Aus. den vorstehenden Bedingungen folgt aber, dass 


G(n—?2) = c(y(a)) "(ae —e) 


sej. oder endlich 


/ + Yy \ une j} de ; = / > > B I 
(4) Eile) = eye —- HP — La e)?”(2—P)’ ], 


d.c? 


wenn wiederum ec eine leicht zu bestimmende Constante vorstellt. 

$. 7. Während die Gleichungen (2.) benutzt waren, um Eigenschaften 
der E aufzustellen oder andere Formen für diese Funclionen anzugeben, wo- 
hätte E, zu Grunde legen können, statt. wie es oben 


bei man ebenso eul Y 
(2.) eine Beziehung zwischen E 


veschah, von E, auszugehen, soll jetzt aus 
und F entwickelt werden. Setzt man [E(z)—E(x)]+E(r) für E(z). so 
findet man aus (2.) für grade n 

I G”(x2) — kEY(x) f jr sr 

wer) „ BD) yW@) 
‘) eine ganze Funelion o—1"" Grades von .x bezeichnet, nämlich 


=f” 7 a. me Eı ( (&) 


auf der rechten Seite der obigen Gleichung lässt sich aus- 





wo G"(a 


Das Inleoral 


” ) ai ! 
führen und giebt -— ——. so dass man erhält. 


yw(r) 


wenn man noch für A seinen 


Werth — setzt. 
T 
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ten 


Es sind also die Ausdrücke, resp. 0", 6—1"", — (s-1-1)"" Grades. 
en/ Bis F’(x 
E; n () s I (' n (‚r) : \ ) 


— 
se Yıry(e) 





bis auf einen constanlen Factor, Nenner, Zähler und Rest (das Wort im Sinne 
des Hb.. 1. Theil. sechstes Kapitel p. 166 venommen) des Kettenbruches. in 
’ .- } 





1 j ’ ß , 1 s ’ 
den man rg entwickeln kann. In der That lässt sich —— in einen 
Yyw(@) Y\v(x 

Kettenbruch umformen 
1 1 
Ya) — „_ttb_(ezßN 
e 2 2 


2x @- -B . ete. 
dessen m" Näherungswerth (Hb. p. 160) einen Nenner vom Grade m hal. der 
mit 2”"'".xc" beginnt, während der Zähler nur auf den m—-1"" Grad steigt. 
Der oben erwähnte conslante Factor, mil dem man E,, etc. multiplieiren muss. 
um den Nenner, etc. zu erhalten, erweist sich daher, durch Vergleichung der höc w 
sten Potenzen von «r in den Ausdrücken für E und dem Nenner, als (y9-«)". 
Setzt man «= —1, 5 =1, so erhält man hieraus die Resultate für den 


e 1 R v 
Kettenbruch von a welche aus den allgemeinen folgen würden. die 
Ye’— 


sich in diesem Journale Bd. 57 für die Gaxssische und die verallgemeinerte 





hypergeometrische Reihe finden. 
Aehnliche Resultate erhält man für wngrade », wenn man in (2*.) für 
E(z) selzt Vz—aE(z): ys—e. Berücksichligti man. dass \s-eE z) nun eine 
anze Function von z vom Grade o--1 und gleich 
[Ys—aE(z)-ya—aE(z)]+yYc—aE(x) 


ist, so ergiebt sich 


or 
be) 








fx — a Eı(a) 1 F" (x) 
v- \ P, rn \ ’ 
ip) "_ iz —— zz —U c T)- .- Bi 
\ ) T u ye— @ AT .— B 
| a ee EA und be Fans 
so dass die ganzen Funclionen 0“ Grades — — —, — A (r), und die Function 
2 —e ' 
z F" (x) 0} » r 
— (s-+-1)"" Grades ——- sich auf den Kettenbruch 
A 
I — a ! en 
r - Aa # - B - . 





beziehen. 
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$. Ss. Ist E irgend eine Function erster Art von x, D eine andere 
ihr gleichartige, so dass D und E denselben unteren Index (1 oder 2) be- 


sitzen. während ihre oberen Indices sich um eine grade Zahl unterscheiden, 
so findet man durch ein häufig angewandtes Verfahren aus der Differential- 


eleichung (1.) 
während 


eine sicher von Null verschiedene, übrigens leicht zu bestimmende Constante 
wird. nämlich — 1 oder ih je nachdem die E den unteren Index 1 oder 2 
hesitzen. 

Dieser Satz dient, wie ohne weitere Erörterung klar sein wird, zur 
Bestimmung der Coeffieienten bei Entwickelungen einer Function nach Lame- 
schen Funetionen erster Gattung. die mit den durch Dirichlets Arbeiten be- 
kannten Beschränkungen erlaubt ist, da sie ja einer Entwickelung nach Cosinus 
oder Sinus der Vielfachen eines Winkels 9 gleichkommt. Um das Letztere 
klarer darzulegen, fügen wir noch Folgendes kinzu: 

Eine Function 7 von A und BD, welche sich nach E, mit graden oberen 
Indices » entwickeln lässt, hat die Eigenschaft 

(@) n(A, B)=n(-A,B)=n(4A, —B); 
lässt sich 7, nach E, mit graden » entwickeln, so wird 
(P.) mA, B)=—nm (A, B)=—n(A,—B). 
Sind 7, und 7, Functionen, die sich resp. nach E, oder E, mit ungraden » 
entwickeln lassen, so wird 
(7-) n(A,B)=—-m(-A,B)= m(A,—B), 
(.) 7%(A,B)= m(-A,B) = -n(A, —B). 


Setzt man nun, wie $.2, Yyr—a = yßP—a.cosp und ye—P=iyß-a.sing, so 
verwandeln die Functionen 7 sich in Functionen y von , die resp. folgende 
Eigenschaften besitzen: 

vp)= vazy)= YI-p), 

yv(p)= -yıla-yp)=—Yl-9); 

(pp p)= 9); 
y(2—-9)=—-Vv;(p). 
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Aus den bekannten Sätzen über die Entwickelung beliebiger Functionen. welche 
willkürlich von = —ı bis 9=n gegeben sind. in trigonomelrische Reihen 
folgt aber unmittelbar, dass die Funclionen w, die nur von = 0 bis Y . 
willkürlich gegeben sind. aber die vorstehenden Eigenschaften besitzen. ch 
immer in Reihen entwickeln lassen, deren allgemeine (m) Glieder resp. 
4, C0S2mp, A, SM2mp, Ay;c0s(2m+1)y, @,,.sin(am-1)gp 

sind, wenn die « gewisse Constante vorstellen. Geht man auf die 7 zurück, 
d. h. auf Functionen,. welche nur durch die Eigenschaften («.) bis ($.) erklärt 
sind. so lassen sich 7, 7, 7» und 7, daher immer durch Reihen darstellen. 
deren m’ Glieder resp. die Formen besitzen 


“In „2m ”m--1 Iın-H1 
u ae, A 


Es kann aber jede Function 9 von A und B in eine Summe aus vier Theilen 
zerlegt werden, welche die Eigenschaften der 7; haben und daher nach den E 
entwickelt werden können. Man hat nämlich 
I = nNMmTmtN. 

wenn gesetzt ist 

An = 9(A, B)+9(—A, B)+4(A, —-B)+9(—-A, —B), 

An, = 9(A, B)—-9(—-A, B)-9(A, —B)-+9(—A, —B), 

An; (A, B)—9(—A, B)+3(A, —b)—-9(—A, —B), 


An, = $(A, B)+9(—-A, B)—-9(A, —B)—9(—A, —B). 


l 


N 


II. Die Lameschen Functionen zweiter Ordnung. 
$. 1. Nach der Methode, welche im vorhergehenden Abschnitte aus- 
führlich erläutert wurde, behandeln wir eine complieirtere Differentialgleichung. 
Zunächst wollen wir einige Bezeichnungen zusammenstellen, die ähnlichen 
im vorhergehenden Abschnitte entsprechend hier benutzt werden. 
Es bezeichnen «, #, y Constante, die wir der Bequemlichkeit halber 


reell annehmen. Es sei nun 








e<ß<y, yzs-a=A, yc-P=B, ys-y=C, 


y (2) = (2—@) (X pP) (2— Y) = -GeE+0G2-0C; 


du — a . H,, -/ Ze ze” dr 
YYv(«) Yw(e) 


-f"- x“ dx ee a” dx n n—1 
WW. = = . 0= a u u . 
} (ya) ’ V we) 


a& 7 











P 
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nämlich 6 = = wenn » grade ist, sonst — Sämmtliche Quadralwurzeln 
werden posiliv genommen, sie mögen reell oder imaginär sein (1, $. 1). 
Unter diesen Voraussetzungen betrachten wir hier die Differentialgleichung 
PW „W 


| ii u 
1) Gr BotN)a+kc)z = 0, 


in der » eine posilive ganze Zahl, k gewisse Constante vorstellt (S. u. $. 2). 
Selzt man 


> 


ya-a=z, B-a=b, y-a=c., 


so Wird 
ee = FPERRN...... NR 
by?’ —e 
so dass 1.) die Form von (a.) in der Einleitung annimmt. also die Gleichung 
wird. welche Hb. Il. Theil, 3“ und 4" Kapitel ausführlich behandelt wurde. 
Die Gleichung (1.) lässt sich auch so schreiben: 
tr Betl)e+k0])z = 0 

$. 2. Um Wiederholungen zu vermeiden werden dem Hb. $.851-- 56 
[olgeende Eigenschaften der Gleichung (1.) entnommen. die dort zwar für die 
Form (a.) der Einleitung erwiesen sind, aber durch die Substitution des $. 1 
sich unmittelbar auf unsere Form (1.) übertragen lassen: 

Es können für jedes 2» der Constanten % im Ganzen (2r--1) ver- 
schiedene Werthe ertheilt werden, die reelle Wurzeln gewisser höheren Glei- 
chungen sind. und welche der Gleichung (1.) die Eigenschaft verleihen. dass 
je eine Lösung von (1.) eine ganze Function »'“" Grades von A, B, € ist. 
Noch genauer wird das im Hb. gewonnene Resultat durch folgendes Schema 


ausgedrückt: 


I, » grade 2, n ungrade 
K G(o,x) (+1)! AG(o,2) (+1) 
L AB@Gls—1..r) 0) | BG(o,r) (6-1) 
MM ACG(o—1. x) (0) CG(o,x) (+1) 


N BUGWw-—1. x) 0) ‚ABUG(o—1.r) (6) 
Man wird hierin die Gleichungen (57.) Hb. $.S1 erkennen. Die erste Columne 
des Schemas zeigt an. welcher Klasse K. L ete. von Lameschen Functionen 
im I1b.. vermöge der Substitutionen im $. 1. die Funclionen entsprechen. deren 


Form in der mit dem betreffenden Buchstaben beeinnenden Horizontalreihe 
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angegeben ist. In der dritten und fünften Verliealreihe findet man. wie viele 
Werthe % annimmt, also auch wie viele Funetionen der danebenstehenden 
Form man erhält. Da sämmtliche #, welche für ein eesebenes » ein und 
dieselbe Klasse liefern, Wurzeln einer eewissen Gleichune sind. so kenn! man 

gleicher Zeit den Grad dieser Gleichungen. Bis jetzt kann man sie nicht 
zerlegen. doch ist ihre Irreduetibilität noch nicht bewiesen. Wäre sie vezeiol. 
so würde man unten einiee Beweise abkürzen können. 

Diese je 2»--1 Lösungen von (1.). die bis auf einen eonslanten Faelor 
vollständig bestimmt sind, heissen Functionen zweiter Ordnung und erster Art. 
sind aber wesentlich nichts anderes als die Lameschen Funelionen erster Ari 
des Hb. Man unterscheidet vier Klassen (Zeilen) für jedes »: wir bezeichnen 
sie sämmtlich durch das Funetionszeichen E, wie die von geringerer Ordnung 
in den früheren Abschnitten. 

Die durch @ bezeichneten ganzen Funclionen im Schema verschwinden 
nicht für = a, P,y (Hb. 8.87. p. 229). Wir ordnen sie nach absteigen- 
den x *). und nennen die in ihnen vorkommenden constanten Factoren der 
Reihe nach 9, 91, 9, ele. Nach dem Obigen bleibt noch eine dieser Con- 
stanten, z. B. g, willkürlich; im Hb. ist sie, allerdings ohne Nothwendigkeil. 
aber sehr bequem für die Fälle, bei welchen es sich um Entwickelungen nach 
den E handelt, bis auf das Zeichen, welches man positiv nehmen mag. durch 


eine Festsetzung bestimmt, welche in unserer Bezeichnung sagt, dass sie reell 


la A ur ds 
2" Ss tz —3)(E(x) E(z2)) —— 
“ \ wu ” ) Yw(z) 


den Zahlwerth 1 a soll. wenn E(.r) irgend eine bestimmte dieser Funelio- 


sei. und dass 





nen von x, E(z) dieselbe von z bezeichnet. 


Bekanntlich sind 


I J 9 eie 
A ee He 


oeanze Functionen resp. vom ersten. zweiten. dritten ete. Grade der jedes- 
| J 


*) Um die Reihen zu erhalten, welche im Hb. gegeben sind, müsste man nach 
Potenzen von (x —a) ordnen. Ks bleibt nochı ientschäieh. ob es nicht zweck- 
mässiger sei, sowohl hier als bei den Functionen höherer Ordnung, nach einfachen 
Verbindungen von A, B, ete. zu entwickeln. Im lib. fehlt leider eine erst zu spät 
bemerkte Art der Entwickelung, nämlich Potenzen von 


Y ze’ -] e ec’ 


? - nn en 


ye ı_p® 





vermögre welcher man die Betrachtungen des $. 92 hätte bedeutend abkürzen können. 
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maligen Constanten k; wir zeigen hier gelegentlich. dass diese Festsetzung in 
die verschiedenen g selbst, keine andere neue Transcendenten als x einführt. 
Hierzu bedient man sich der bekannten Formel 


2c"yw(2) = (?2m+3)H,„,2—2(m+1) C,H, ı+ (2m +1) C,H,„— 2m C,H,._.. 
aus weicher folgt 


P  - ’ 
/ ( (z) —— == )W an Do, 2 2 3) =— = Hu En Lo, . 
4 YwG@) ) 


A K, ' X 
/ (G T) u Cr 2 5 Dn, . / L ( CZ =—— — Hr + Ln, . 
4 Ve) y; Ya 
@ eine beliebige ganze Function von x vorstellt, und €, D, H, L Con- 
bezeichnen, die nur solche Irrationalitäten enthalten, welche schon in 


wenn 
stante 


ce, ?, y und in den Coefficienten von @(x) vorkommen, und zwar ist das In- 


tegral eine lineare Function dieser Coefliecienten. Es wird dann 
’y dr Yu Mr x y y dz / 
/ —_—f (2 —2) @(x) @(3) —— = (HD-LÜ) (yo, —wn,) 
2 190. Yw@) 


oder (m. vergl. den Schluss von I.) gleich 2 (HD—UL). so dass also durch 


die Integration keine andere neue Transcendente als x hinzukommt. Setz! 


man nun 
G(z) = (E(z)E(z))”, 
also @(x) gleich einer rationalen homogenen Function der Coefficienten 9, 
vom vierten Grade, so zerfällt die linke Seite in ein Product von g5r mal 
einer ganzen Funelion von Quotienten 
4 HH 


r . =. elc., 
9, 9, %. 


d. h. mal einer ganzen Function der Constanten k, so dass also die Fest- 
setzung über die Constante g, in die Coefficienten g,„ nur eine vierte Wurzel 
aus zz und einer ganzen Function von k, keine neue Transcendente einführt. 
Die g enthalten also, abgesehen von 7, keine Transcendente, welche nich! 
in k oder in «, 5, y vorkommt. 

Im Folgenden soll diese Bestimmung von g,, um eine lästige Weil- 
läufigkeit im Ausdrucke zu vermeiden, aufgehoben, und g9,—=1 gesetzt werden, 
so dass die g rational nach k und a, ?, y sind. 

Schliesslich stellen wir die Gleichungen auf, welche zwischen den 
Coefficienten g bestehen, begnügen uns aber hierbei mit einem Falle. Es 
wird der Fall eines E der ersten Klasse (Zeile) mit gradem » herausge- 
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nommen. Dann hat, wie aus dem Schema ersichtlich ist. E die Form 


Inf, >) 


(2) = pet HRE—T + 495 
setzt man diesen Ausdruck in (1.) ein, so erhält man ein System Gleichungen 
von m=o bis m = 0 
(2m -2)(2m +4)C,96-m-2—(2m +1) (2m+2)C,go-m-ı+|(2m)’ + k]O, go-m+(n-2m +2) (ni 2m-A)gs jı-m 0. 
Die ersten sind demnach ( wir lassen alle drei C allgemein, obeleich man 


durch eine lineare Substitution für x, C, zu Null machen, und so Gleichungen 


erhalten könnte, die nur je drei y enthalten): 

0 = [a +k]C, +2 (an 1)g.. 

0 = —n(a—1)0,9+[(r—2)-+Kk]C, g+4(2Rr —3)Q:. 

0 = n(n—2) 0, — (Rn —R2)(n—3) og -+ [n—4)+k]CO,n+6(2Rn —5)9: 
die letzten: 

0 = 4.60, 9,,3—93.40,9,4[4+k]0, 9, +r(n+1)g,; 

Z- 2 .40,9, 2 —1.20,9,_'+ KhC,9,- 


Vertikal untereinander stehen in dem System im Allgemeinen vier Glieder; 


H 


2. B. sind die, welche mit g,_„ multiplieirt sind: 
(n— 2m) (n-+2m-+1). ((2m)'--k)C,, —?2m(2m—1)C,, 2m(2m—2)C,. 
$. 3. Um für jedes % die Gleichung (1.) vollständig zu integriren. 
nimmt man noch eine zweite Lösung zu Hülfe,. welche die Lamesche Function 
sweiter Ordnung und zweiter Art heisst. und durch das Functionszeichen F 
eingeführt wird. Als Reihe, die nach Polenzen von x absteigt, beginnt sie 


7 41 ten 


— 
durch ist diese Function bis auf einen constanten Factor bestimmt. über den. 
entsprechend Hb. $. 90, p. 239, festgesetzt werden soll, dass 





mit der — Potenz von x, und verschwindet daher für =x. Da- 


yzE"(z)F*(z) = „—— 


für =» sei, wenn E* und F" zwei zusammengehörige Functionen sind. 
d.h. solche, die zu demselben » und zugleich zu demselben Werthe von 4 
gehören. 

Verschwindet eine Lösung von (1.) für 2 =», so ist diese also eine 


n+-J1 
Function zweiter Art, und sie kann daher erst mit x ° mulltiplieirt, für 2 x 
endlich bleiben; dann wird sie aber ——: 
2n +1 
Journal für Mathematik Bd. LX. Ilett 5. 36 











282 Heine, die Lameschen Functionen verschiedener Ordnungen. 


$. 4. Nach denselben Grundsätzen wie in II. $. 4 soll nun eine 
zweite Lösung von (1.) mit Zugrundelegung der Lösung E ermittelt werden. 

Die Gleichung (1.) hat zwar wiederum die Form der Gleichung (1.) im 
I. Abschnitte, wenn nur (x) = 4w(x) ist; um aber die Schlüsse von I, $.2 
zu gestatten, müsste die erste Lösung E"(x) für alle x, die Wurzeln von w(x) 
sind. wie eine gewisse Quadratwurzel verschwinden, also für dieselben zu- 
nächst überhaupt verschwinden, was nicht für alle Classen- (Zeilen) der E 
stattfindet (8.2). Wir zerlegen deshalb w(x) in das Product zweier ganzen 
Funetionen 
wo wv,(z) die linearen Factoren von a pe welche, gleich Null gesetzt, 
einen Werth von x geben, für welchen E(ix) nicht verschwindet, (x) die 
anderen. Ist z. B. » grade und % so beschaffen, dass die eine Lösung eine 
Function zweiter Classe (Zeile), also von der Form ABG(o—1, x) wird, 
setz! man 

v(z)= (2-7); vl) = (e-e)(c—P). 


Indem wir zum allgemeinen Falle zurückkehren, setzen wir nun in (1.) 
W = yYw(z).U 


und finden eine Gleichung nach U von der Form I], (1.). deren eines Integral 


für alle x, die Wurzeln von w,(x) sind, unendlich wird, für alle Wurzeln 


von vn,(x) verschwindet. Heisst die Gleichung 


; IU 
(a.) vr) 5 Hr) +9 )U—-V0, 





so wird jetzt 


” we) d 7,7 e) 
(2) =4v(z)+v(z)yr(z) = ya .: un.(2)(yY v (2))°]. 


162) = via) wlan) +2W le) yore) nn +1) 2—kC,. 








s hat jetzt (x) die Form (y.) in I, $.2.; ferner ist die Function 9 nach 
x vom ersten Grade, daher # in I. $.1. eine Constante ec, deren Werth 
man sogleich hinschreiben kann. der aber vollständig gleichgültig ist, und 


. E" P . . . 
endlich f)=7 Macht man nun, um nicht gleich das Endresultat 
Vo (z 
der allgemeinen Formel I. $. 3 hinzuschreiben, sondern dasselbe nach 


nach 








ine 
n. 
im 
$. 2 
.\ 
(x) 
ZU- 
» FE 
zen 


‚eln 


ach 


rth 
ınd 


Itat 


ach 
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der allgemeinen Methode in diesem speciellen Falle abzuleiten *). 


B E"(z lz Y E"(3) lz 
J, »f U. ZU J, = / Mi. En en 
« nd | vÄ 3) 


ih l w, @) ’ a 


c, nf iq v"fz) A 8 = far 1" (2) ma hun a 
} ı (@) ‘ E J w (3) 


.) 
Pr 





so wird die linke Seite von (a.). wenn man J, oder J, für U setzt. nicht 0. 
sondern resp. c,c oder @,c, folglich 

oh Bud = U 
ein Integral von (a.). welches für =» verschwindet. Dies mit yır(.r) 
multiplieirt ist daher ein Integral von (1.). und kann sich nur Aurch einen 
constanten Factor f von der Function zweiter Art unterscheiden. Wir haben 


also das Resultat: 

Ist E’(x) eine zu z gehörige Function zweiter Ordnung und erster 
Art, und heisst der Factor von w(r), dessen Wurzeln, für x in E’(r) ge- 
setzt, dieses verschwinden lassen, (x), so ist die demselben % entsprechende 


Function zweiter Art 
a 2 E"(z2) ds PE"(z) ds 
eo) ehe af OS] 
< —-2 (2) 2-5 Yw o) 
IN 2 FEN Y 
Setzt man für c, und @, ihre Werthe, so lässt sich diese Formel sogleich in 


Br 7 dy P(y—3)E"(y)E" (3 dz 
. . 'n (; / ——— / —— 2 u > 
a u Zul s i% ee) (3) Yw@) 


r 











zusammenziehen. 
$. 5. Von den drei Constanten f, c,. G, dienen die beiden letzteren. 


genauer nur ihr Verhältniss c,:@,, also eine einzige Constante,. zur Cha- 
u naran s c . 
racterisirung der Function F”; den Werth der zwei Constanten > 7 muss man 


nur dann kennen, wenn man genau diejenige Function F” erhalten will, 
die durch eine willkürliche Bestimmung im $.3 festgestellt war. Ueber die 
demnach wichtigsten Constanten c und & soll unten noch weiter sehandelt 


werden. 
Es fängt F"(x). nach absteigenden Potenzen von x geordnet, mit der 


1} 


n 4-1ten ’ n- 
5 an (ist vom Grade — x 32) Nennen wir nun ein F, welches zu 








*) Wo nach I, $.3. hätte ce’ und ce’ stehen müssen, setzt man hier zur Be- 


quemlichkeit ce und @. 


36 * 
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einem E der p"" Classe (Zeile) gehört, ein F dieser p“” Classe, so folgt der 


nn ( \ 


Rn 


Yv (2) 
bei gradem n, für die 


Grad von 
erste Klasse — — (+2), für die übrigen 
Klassen = — (o-+-1): 
bei ungradem n, für die drei ersten Klassen = —(o+2), für die 
vierte = — (o-+1). 
Bezeichnet man den jedesmaligen Grad mit —s, so folgt aus (2.) durch Ent- 
wickelung der rechten Seite nach absteigenden Potenzen von x der Satz: 


Es ist 


2 lz u 
(3.) or f’: mn E "| =) - ( u S, Fo v" (2 
oz Y , (3) 


Pr 


für alle ganzen m, von m—O bis no für m =s—1 wird aber die 


linke Seite 
af 
( (2n- - + 


was zur Bestimmung von f dienen kann. In II, $.5 findet man das Ent- 
sprechende dieses Satzes für die Funetionen erster Ordnung. 
Die Gleichung (3.) lässt sich kürzer so schreiben: 

v&n-,.&=0; (m<s-1) 

und zeigt. dass man die Proporlion hat 
ET USE HE 2 76 TUT TERN 
so dass auch 
a.) ,&.-.&,=0, (m<s-1lh,p<s-I1). 

Als Doppelintegral geschrieben heisst dies, dass 
/ ae ff E* (y) E*(2)(y"s’—y’=")— 
j .g) 4 
welcher Satz der Kern desjenigen ist, der zur Bestimmung der Coefficienten 


bei Entwickelungen nach Lameschen Producten dient. Aus ihm folgt nämlich 


Pr 


zunächst 

lz 
(y)2(2)—-/f(2)2(y))E'(y)E'@)-——— = 0, 
OR (I f\ ) 2) 


wenn f und % ganze Functionen vom höchstens s—2"" Grade vorstellen. Be- 
deuten D(y) und D(z) Funclionen wie E, die zu einem niedrigeren aber 
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eleicharligen » und zu derselben Klasse gehören. so hal man nur zu setzen 


RR Day)  .D@) 
A id ee de) En 
w,(y) ıw, S) 
und findet dann den erwähnten Satz 
BE: lz 
e) IS Fi (y-3)E*(y)E'(3)D(y) Das) —— = 0. 
Yv) W@® 


Der ER! halber werden wir im weiteren Laufe dieses Para- 


graphen nur eine Klasse der E betrachten. Wir nehmen deshalb » erade 


und nur ein E der ersten Klasse, so dass vw, (x) =1, w, (a) = w(r). s= 042. 
Selzt man 
iu m ! de 
S, - f» E’(z) Ber - — 9 
} w(e) 
so entsteht durch Multiplieation von (1.) mit —--— und Integration nach .r, 
yo(z, 


indem man durch Theile integrirt. 


dE"(z 
/ m y yi u: Bi = 77’ erg ne 
A ‚) Yv(z, (ma" z"'E - ) 
en: 


|- :(n-2m)(nı2m+1)S,..1:((2m)’+k)C,S„-2m(2m-1)0S,_1:2m(2m- 2). 





Die linke Seite hat also die Form yıy(az)@(o-++-m-—1. x). und verschwindet 
für r=e, £, y, während zur selben Zeit die in diesen Grenzen genommenen 
Integrale S in ce oder & übergehen. Man hat demnach für die & ein System 
von Gleichungen, in dem sich auch alle & mit ec vertauschen lassen: 


0 = I C,G,- -n( (n- Ara 
0 = —1.2.0,&,+(4+)0,&, +(n—2)(n+3)& =. 
elc. elc. etc. 


so dass sich alle & bis @, inel. durch G, ausdrücken; G,., lässt sich wegen 
des Factors n—2m, der $S,,, in der allgemeinen Formel multiplieirt, nich! 
bestimmen. Eine Vergleichung dieses Systems mit dem für die g am Schlusse 
des $.2 zeigt, dass die Horizontalreihen des einen Systems mit den Vertical- 
reihen des anderen übereinstimmen. G,, ist eine rationale Function von 4, die 
Verhältnisse &,:&,,. G,:G@,. etc. sind ganze Funelionen von A resp. vom 
Grade 1, 2, ete. 


Da nach (d.) jedes S, von m—=1 bis m= 6 sich in die Form 


m 


5, = const. S,- Ya, \G(0o-+-m—?2. x) 


bringen lässt, so wird 


const Bar &, - Cm 
Die G, . 
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und man findet 


GC 
6, 
Anmerkung. Die Formeln (2.) und (2*.) wären illusorisch, zunächst 


utyv(iz)@(o+m—2R, r). 


(e.) Be 


wenn c, und G, verschwinden könnten. Dies geschieht aber nicht; denn ver- 
möge des vorstehenden Systems würde hieraus folgen 
==. =-Q,=(0, 
Bu sun: 6, zn sr u A, 0. 
und auch jede lineare Verbindung der & oder c müsste verschwinden, also auch 
+++, 
ls t Io T°*T ICs 
d. h. (wenn die g die in E vorkommenden Constanten sind ) 


Ih . Be 
ey —— = E*(@)? —— =0, 
jr Bw) vw ge ( Ye@) | 


pP 





was unmöglich ist, weil die Grössen unter dem Integrale ihr Zeichen nicht ändern. 
Aber auch ohne dass c, und @, verschwinden, kann (2.) und (2*.) 
illusorisch werden, wenn nämlich die rechte Seite von (2.) für alle x ver- 
schwindet, was also erfordert, dass für jedes ganze positive m 
&.—0,.& = 0, 
ET m! 


sei. wo 4 eine Constante vorstellt. die nicht Null ist. Dann wird 


dy 


(E’(y) N Bar B,- l -G,_ı ++49& 


=# (90 l, +gı GG +++ VB Cu) 


af" wre) de 


Yw(e) 


Ilx Y 
r er is A Er 3 r 
7 z(E' (8) Vp@) F: y(E'(y))' 


> co Yy) 
Die Multiplication der beiden Gleichungen, der linken mit der linken, der 


oder gleich 


Ebenso wird 








rechten mit der rechten Seite, giebt, wenn man durch 4 dividirt, und im Re- 
sultate beide Seiten durch Subtraction auf einer vereinigt. 


PT, \ In/ n) 
h; N w-» © (y)E*(z))dedy = 0, 
@ R 


während doch der Ausdruck, da die zu integrirende Grösse ihr Zeichen nich! 
ändert, sicher von Null verschieden sein muss. 
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Bereits in der Einleitung wurde bemerkt. dass die Kugelfunetionen P 


und VO nicht von einer geringeren Ordnung als der zweiten, sondern als solche 
Functionen für specielle Werthe der Constanten aufzufassen sind. Setzi man 
e—=0, P=y-]1, und x für x, so verwandelt sich in der That (1.) in die 
Differentialgleichung der P/, und Q,, also E und F sich in P% und 0% (Hb. 
$.82). Es steht zu erwarten, dass unter diesen Voraussetzungen (2.) oder, 
was dasselbe ist, (2*.) in die bekannte Beziehung zwischen PX, und 0%, übergehen 
wird (Hb. $.59), die im Wesentlichen mit der zwischen P* und 9% (1b. $. 33) 
übereinstimmt. Aus unseren Formeln lässt sich döreet nur die letztere leicht ent- 
wickeln, da wir voraussetzten, die Differentialgleichung, deren zweites Inteeral 


wir aufsuchten, habe ein erstes Integral, welches nur wie die Quadratwurzel 





von yır(z) verschwindet, während P%(x) bekanntlich durch die m' Potenz der 
yl—x theilbar ist. Ein solcher Fall wurde (I, $.2. Anmerk. 2) auf den 
einfacheren ersigenannlen zurächgeführt. 

Kehrt man in /2*.) die Ordnung der Integrationen um. so ist das 


innere Integral 


f" (y—-2)Erkyday 
4 @-Wyyy) 

Wird 5 =y, so geht E”(y) continuirlich in eine Function über, die G(y) 

heisse. also das Inteeral in das Product 


(#—2)E 


(9) Y dy » “ 
en ———, für P=y. 

@—-P)yP—-as YW-P)y-7) 

Setzt man y—P = (y—P)e’, so verwandelt sich das Integral zwischen den 


Grenzen 5 und y in 


also die rechte Seite von (2*.) oder das zweite Integral der Gleichung. deren 
erstes E/x) ist, in eine Constante mal 
(2 — (PP F(2)dz 
EL; ri en ah 
YP—-a« (2 — 2 


Dies ist offenbar die Relation Hb. $. 33. nach der 


! f ws 
5 NE St 


die zweite Lösung ("(x) der bekannten Differentialgleichung der Kugel- 
functionen wird. 
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Anmerkung. Es musste in dem Ausdrucke (e.) vorausgesetzt werden. 





dass D von niedrigerem als dem 0'" Grade sei; man zieht aber. durch Be- 
trachtung der Differentialgleichung (1.) in der Art des Hb. $. 88. das Resultat. 
dass (e.) noch gilt, wenn auch D von gleichem Grade mit E”, nur nicht E” 
selbst ist. Diese Eigenschaft führt auf Gleichungen, welche die verschiedenen 
su »n gehörenden k verbinden. 
Um dies weiter auszuführen. bezeichne man die Coefficienten von D 
durch h, so dass (,=1) 
D= Mz’-+har'—+etec.; 
die Constante % habe für D den Werth 2. Trennt man nun (e.) in die Dif- 
ferenz zweier Doppelintegrale, deren erstes 
Li dy u; 
LIDL 0 Pr 
y Yv Yw(s) 


2 
P 


ist. und löst D(y) in die Reihe auf, so entsteht 
Rt tt), Filth ) 
N? +1 4 hit, + ++R, ci ) hu G, +h,&,._1+ oh, 8,) 
gleich Null, und nur von Null verschieden, wenn alle A mit den E” angehörigen 
Coeffieienten g übereinstimmen. Nach (a.) wird aber die linke Seite 
I ho (Co GH — 2 ı8,) he, ı&orı ä a + r .+ h, 6, u 5,1 ®)] 
oder 


oe (vB, 1 — 0541) 
mal 

that th: 
Für o Systeme von Werthen % ist daher der letzte Ausdruck gleich Null, in- 
dem der erste nicht verschwindet; die Grössen h,=1, h,, cı:c, etc. in einem 
jeden Systeme lassen sich aber rational durch die jedesmaligen z und k aus- 
drücken. woraus man eine Gleichung zwischen # und % erhält. Indem man alle 
h gleich den g setzt, also auch = k, entsteht nicht Null. 


$. 6. Der Kürze halber betr: achten wir auch in diesem Paragraphen 
nur eine Classe der E, und zwar die erste Classe für ein grades n. 
Aus den Gleichungen jr folgt nach > $.6. sogleich. dass 
’z Ku lz” Er / d.r” 
of E \ 3) m —— de \ T) O—— 
3 wa Yv(e) 


für 3=y und z=e, und für alle ganzen m von m=0 bis m = 0-41 ver- 
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schwindet; für s3= r = findet offenbar dasselbe statt. Setzt man 


/® f ) dz'* 1 ( \ 
(3) —— = o(3), 
WO 


"To 


so wird also 
(a) oplY)+Sp(le) = up (y)+&gp'(e) = ete. = p(y)+&y° (a) = 0. 
b) YA) =yYP) =ete..=y(P) =0. 
(e.)  Yy(e)p*(z)=E"(e). 
Andererseits findet man leicht nach II. $. 6. (a.) die allgemeine Form von 
(x) (Man vergl. auch $.5) 


6 u se 
= ee ıS, .n > - €" 9,— etc.. 


. 





wenn die S dieselbe Bedeutung wie im $.5. haben und nur die Integration 


von 2 —= /? an ausgeführt ist. WVermittelst $. 5. (e.) ergiebt sich hieraus 


_ 8 0, KA), or _ fi + . 
per): - (ma? Jerry er *-ete.) E(z) vg, Ya, 2)G(n—2, r). 


wenn die Constanten in @ so bestimmt ieh, dass p/r) den Gleichungen (a.) 
und (b.) genügt. Das oben vorkommende Integral lässt sich übrigens nach 


$.2 in die Form 
CH,+ DH, +Y v(2)@(0—2. x) 


umwandeln, wo C und D gewisse Constante bezeichnen. die keine anderen 
Irrationalitäten enthalten als k, «, 2. y. Es ergiebt sich endlich nach ‘e.). 
dass E"' x) durch o--1fache Differentiatlion aus dem Ausdrucke 


4.) op) —(k, 2 012 2 + ete.) fr Tas = uk +Yw(z)G(n—2. x) 
(x w(x 





erhalten wird. Man hätte ebenso ud 





dc "rdr 

G,p‘ T — xr° PET 6 1 Val etc. Sr . I + y x2)G (n- 2: 
f - (8, + )( Vy(le) Te v2) ywi r| 

$. 7. Man entdeckt endlich einen neuen OR zwischen E 


und F aus (2.). indem man unter den Integralen nach z Zähler und Nenner 





mit ya» (z) multiplieirt. Die ganze Function yır,(z).E"(z) lässt sich dann als 


Summe zweier ganzen Functionen 








(mE) -Vn DEE) Hm E)E(R) 
darstellen. und man findet 
- " 4 — 'Y dz lz 
5) ER 0a) = E*la).ynÜ|[uf — = wg u 
Yw.(@) , (@-2)Vv@) (@_3) Yu)" 


Journal für Mathematik Bd. LX. Heft. 3. 
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wenn zur Abkürzung die ganze Function @ den Ausdruck bezeichnet 











62) = uf MEOEI-YUDEC) de 
EEE sn \v@ 
A YEGEDI-YVGEC) ds 
« ini. Ko 
Da ‚arda E'(&) ” una an? \ in n \ F"(x v) rn r$ n 
Es werden ———— (eine ganze Function). @”(x) und ——— sich wiederum 
Yw,(&) Yw(@) 


als Nenner, Zähler und Rest eines Kettenbruches erweisen. und zwar des- 
jenigen,. in welchen sich der Ausdruck entwickeln lässt. der in /5.) mit 
eckigen Parenthesen umgeben ist, mal yr (x: im Folgenden soll dies genauer 
erörtert werden. Wir fassen zunächst den erwähnten Factor aus (5.) näher 


ins Auge. 
Es ist nach 1, $.4, wenn 2 >; 


BE x. dz 72 © xdx i dir N 
vw, y ee —— ———(W 
(2 —3)Yw(z VE re af Yv(&) YF Yu) 
’Y dz ww, - de dx 
U of nn , 2 : . — = 3; 
en 5 (22) y(%) Io ed Pr Yo) nf j “) 


ferner ($. 6.) 





ww 














= Cou-+ Dw,. 

G,= Cm+Dn,. 
wo C und D Constante sind, die nur solche Irrationalitäten enthalten. welche 
in den g und in «, 5, y vorkommen, also k, @, 5, y. Hieraus folgt. dass 
die Grösse. von der wir oben sagten. sie solle in einen Kettenbruch ent- 
wickelt werden, sich auch in die Form bringen lässt 


v,(o) fa+br 
ers —de, 
was y Mo 
d 
wo a und 5b Constante sind, die ausser den vorgedachten Irrationalitäten nur 
noch z enthalten können. 
Im weiteren Verlaufe soll wiederum der Einfachheit halber nur eine 
Classe der E betrachtel werden, dieselbe wie früher, für welche also w, (x) =1. 
v,(2) = w(x) ist, und für die man hat 


"n(g) 
D) 12) = E*(e).R, 

Yyw(x) y Era) — Er) 1. BE E r 
5%) Je) = © / un DR f En 
\ 4 c—3% Yo n A —3 Yw(:) 


} © AT >, [14 


r 
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so dass man also AR noch mit der Form 


RREREN.B Er Dei 


Yw(z) 4 Ywv(x 


/ 


verlauschen kann. wo a und 5b rational nach #4 sind, und ausser «@, 9, y. 7 


keine weitere Irrationalität enthalten. Der Grad von 


n ? F"(x) 
kE" € - pr (G"(x '. a B > 
Yw(x) 
n ’ h il u 
ist resp. genau 6 =. höchstens o—1, genau —(0+2). Den möglichst hohen 


ne 


(rad o—1 würde @ nur dann nich! erreichen, wenn c,7,— &,@, verschwindet. 
Für »—=0 ist u=W@,. Q,u= nu, während für grössere », wie es scheint. c,7,—&,w, 


nicht verschwindet. Der frageliche Ausdruck. als Inteeral oeschrieben. is! 


Po de 7 E"(&)— E"(y) 
/ ea / Anh 2 Beh 2 dy. 


vw (a) pi? 


ao. Es haben E und G keinen gemeinsamen Factor. Existirle ein 
solcher, wären E und @ also durch z—p theilbar. wo p eine Constante be- 
zeichnet. so wäre p (Hb. $. 89) nicht @, 5%, y und <y. Nach (5.) müsste 
dann F(p) verschwinden: aber (Hb. $. 90. p. 239) 
‚dF ‚dE 
E—- — F— 


du du 


al 


, , - ' n ’ F E24 
ist gleich einer Conslanlen und nicht 0. weil sonst m constant. also F nich! 


4 


. N -' 
vom Grade — —,— 


. x u dF " i 
wäre. Es müsste also re unendlich für r=p sein. was 
(X 
nach :5*.) unmöglich ist. 
Eine ganze Function & vom Grade o,. die gleich z’-+ete. ist. wird. 


wie wir jetzt zeigen. höchstens o-+Ideutlig durch die Bedingung bestimmt. 


y dz P dz 
(2 —2)Yw(z) (T—2)yWw(%) 


2 \ ) 


P [44 


dass sie mit 


mulliplieirt (wo r von x unabhängig ist) eine ganze Function geben soll. ver- 
mehrt um einen Rest. der mit der — 6-2" Potenz von x anfänet. Man 
lindet höchstens o+1 Werthe von r. für die ein solches & existirt, also auch 
von R. und jedem verschiedenen r entspricht eine verschiedene, mit R zu 
multiplicirende ganze Function E. Ist dies bewiesen, so schliesst man weiter: 
Da genau o-+1 Functionen E” exisliren, welche ‘5*.) erfüllen, so hat man 
genau o+1 durch die oben eenannten Eigenschaften definirte Functionen ©. 
7 
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. c Ye. y . > . . 
venau ebenso viele r, R und © Eine Function & vom Grade o, die mil 
0 


R multiplieirt, einen Rest vom Grade —(0+-2) lässt, ist also gleichbedeutend 
mit einer zu n—= 20 gehörigen Lameschen Function zweiter Ordnung, erster 


Art und Klasse. Da der Rest ferner — ——. also genau vom Grade — 04-2, 
E,yw(e) 


ist, so kann keine ganze Function G, mit R multiplieirt, einen Rest vom Grade 
(543) geben. Denn dadurch. dass der Rest ©’, 2°, ete.. a2” nich! 
enthält, ist sie schon definirt, also als E“ definirt, lässt daher einen Rest 
nur vom Grade —(0-+2). 
Zum Beweise des ersten Theiles entwickelt man R in die Reihe 





!N, + "m, u .. rn Mr nn‘ 4 - sa 
x x x° 


und setzt die mit R zu multiplieirende ganze Function 

EG=-he+haette, (he) 
Alsdann ist im Reste mit =””=' multiplieirt, also gleich O zu setzen, so lange 
m< 0-1. 

Nm Om Rot (Nm — Omzı Bit" + (Nm — mo) Mo: 

so dass man für m =0,.1,...o im Ganzen o-+1 Gleichungen zwischen 0-1 
Grössen h hat, deren rechte Seiten O sind. So lange die Determinante nich! 
verschwindet, müssen daher alle A Null sein: die Determinante verschwindet 
aber nicht allgemein, sondern nur für gewisse Werthe von r, welche dann 
eben gefunden werden. indem man diese Determinante, die nach r höchstens 
vom 0+-1"" Grade ist. gleich Null setzt, und die Wurzeln r aufsucht. 

Um zu zeigen, dass die Determinante nicht verschwindet. so lange r 
allgemein bleibt, braucht man nur das Gleiche von dem Theile derselben zu 
beweisen, welcher die höchste und die niedrigste Potenz von r enthält. Beide 
Theile sind ganz ähnlich gebildet; wir betrachten deshalb nur den ersten 


| Um N 
NM N 


| No No+1 


Y dv . . o . . 

Da wofe ——- ist. so kann man diese Determinante leicht bilden. 
75 

wenn in die Veränderliche unter dem Integrale für die erste Horizontalreihe 


,, für die zweite r,, etc. nennt. Es handelt sich dann hauptsächlich um die 
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Determinante (die x unten angehängten Zahlen sind Indices. die oberen Ex- 








ponenten) 
1 © X) ee = DB Te FE 
2 3 2 ( 
LT Tı TC . . . x) 2 9 | 1 Tı IT, . . . 2, 
— LıX2...0g | 
er o+1 +2 20 ? ‚o) 
eu % ev Er DE er SE - 





Heisst letztere Determinante, nämlich 


II, so wird die Determinante aus den 7 gleich 


Zn LIE RITTEDERTIE 


tr” 


Wäre dieser Ausdruck = 0, so müsste er auch durch Vertauschung der 


‘u 2 0 r 
/  2,%,...%0.JI.de,de,...dr, 


Grössen z,. z,. elc. untereinander auf alle mögliche Arten Null bleiben. da 
die Function unter dem Integralzeichen dadurch nur ihr Zeichen. nicht den 
Werth ändern kann. Es müsste also auch die Summe solcher Integrale, d. h. 
dx, dz,...da, 


firy tse:den _ 
yv(z,)vw(2)...w(x,) 


verschwinden, was unmöglich ist, da // nicht für jedes x,. x,. ete. Null wird. 





Es verschwindet also die Determinanie des Systemes,. aus welchen 
die » zu bestimmen sind, nicht für alle.r sondern höchstens für o-+-1 Werthe 
dieser Grösse, welche eben die Wurzeln der Gleichung o-+1'” Grades nach r 
sind. die man erhält, indem man die Determinante gleich Null setzt. Wir 
zeigen nun, dass jedem dieser Werthe von r ein und nur ein System von 4 
entspricht. In der That, lässt man die letzte Gleichung des Systems linearer 
Gleichungen, aus welchem die A bestimmt werden sollen, fort (für m ©). 
und bezeichnet die Determinanten der Systeme, die man dann erhält. wenn 
man ausserdem die erste, oder zweite, etc. Vertikalreihe streicht, resp. dureh 
H,. H,, ... H,. so wird 

hu:h,:ete.:h, = H,:H,:etc.:H.. 
Bei allgemeinem r können die // nicht sämmtlich verschwinden. weil sonst 
die ganze Determinante (o-+1)'" Grades Null wäre; daher können für ein 
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specielles r zwar die / selbst verschwinden. aber nicht alle Verhältnisse 
/,:H,. indem man bei der Aufsuchung des Werthes von $. den diese 
sanzen Funelionen höchstens 0" Grades nach r hervorrufen, wenn sie wirk- 
lich verschwinden sollten. auf Ausdrücke in bestimmten Zahlen. von denen 
im schlimmsten Falle einige Null sind. gelangen muss: man findet also höchstens 
5-1 verschiedene Systeme der h, also (s. oben) genau o-+1. 

Als Zusatz zieht man hieraus. dass der Rest. den eine Function f 
von niedrigerem als 0°" Grade verschaffen würde, nicht mit der —(o+2)'”. 

9-93)", ete. Potenz von .r beeinnen kann. 

P. Die wahre Entwickelung der Grösse R in einen Kettenbruch 

nennen wir die Form 


dt. RK = ’ 


a nn 
l 
Am i si R,. 


wenn die A ganze Functionen von x bezeichnen. und R, für r= x ver- 
schwindel. oder was dasselbe ist nur negative Potenzen von .r enthält. wenn 
es als Reihe gegeben ist. welchen ganzen Werth auch m erhält. R. all- 
gemein jede Function A, die nur negative Potenzen von x enthält. wird sich 
ur anf eine Art in einen solehen Kettenbruch entwickeln lassen. (Ist R 


die Summe einer eanzen Function und eines Theiles. der nur neeative Po- 






tenzen von .r enthält. so wird man es leicht in eanz ähnlicher Art entwickeln 
können.) Es sei nämlich 











TORE - Ri 
R= array rote, 
o x 2 





und e; nieht Null. so kann man setzen 


R= 






px - q er 
und die Constanten p und q so bestimmen, dass AR, nur negative Potenzen 
von .r enthält. Da nämlich 





und der Zähler eleich 








«p—1)- 






wird. so hat man dazu nur 





ap-1=0, ap+cag=0 
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X 
.—- 
—— 
an 


zu selzen, wodurch p und q eindeutig bestimmt sind. Sollte auch &p + eg, ete 
verschwinden. so würde AR, nicht wie im enteeeeneeselzten Falle mit der 
-1"" Potenz von x, sondern mit der —2'”, etc. anfaneen. Wäre & 0 
vewesen, aber nicht e,. so hälle man 

PORT ESSENER. EHER 
pz’+-qe+r—R 


l 


vesetzt. und p, q, r durch die Gleichungen 
ap—1=0, ap+aqgq=0, Gp+cg+car =0 


eindeutig bestimmt. In ähnlicher Art verfährt man, wenn noch e,. ele. ver- 
schwinden. Man kann also AR in einen Kettenbruch der vorstehenden Form 
entwickeln. wo noch dazu die A im Alleemeinen eanze Funelionen ersten 
(Grades sein werden. 

1 


Da F Myers Talk R„_ı ebenfalls nur negalive Potenzen von .r ent- 
An—ı 3, Ilm 
halten kann. wenn Rt, diese Eigenschaft hat. so wird auch R,. R,.... R, | 


diese Eigenschaft zukommen, wenn AR, sie besitzt. Das Crilerium der wahren 
Entwickelung braucht also nur für ein bestimmtes »» erfüllt zu sein. und is! 
dann auch für alle früheren » vorhanden. Wir sehen hier. dass eine wahre 
Entwickelung nur auf eine Art stattfinden kann. 

Irgend eine Function & vom Grade 6 habe nun die Eieenschaft. mit R 
multiplieirt eine ganze Function & vermehrt um den Rest © zu geben, der 


nur negative Polenzen von .r enthält. G und & sollen keinen gemeinsamen 


”y\ > 5 “ [2 
Theiler haben. Man kann dann ® in einen Kettenbruch 
6) i 
(b.) ge Fi een 
\ ) (& 1 
| t 
d © [> er << 
An l 


entwickeln; ich behaupte, dass (b.) der Anfang der wahren Entwickelung von 


It ist. dass sich also /#, mil nur negativen Potenzen von x so bestimmen 
lasse. dass der Bruch («a.) gleich R ist. Es werden nur noch einige Annahmen 
hinzukommen müssen, die aber nach «. erfüllt sind. wenn GE und & in die 
Buchstaben E und @ von (5*.) übergehen. 

Es seien Z und N die Zähler und Nenner des auf gewöhnliche Art 
gebildeten letzten Näherungsbruches von (b.). so dass Z und X sich nur 


durch einen constanten Factor von ®& und E unterscheiden: 'Z und 'N möven 
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dem vorletzten Näherungsbruche angehören. Dann ist 





Z— Rn:-'Z 
u = 
RN—Z 
Anm nz 
Der Zähler von R, ist aber im Wesentlichen R&C—®. bei unseren Anwen- 


dungen auf E und @ vom Grade — (o+2), während 'N von geringerem Grade 
als E ist. so dass. wenigstens bei uns, wenn der Nenner R.'N—'Z mit der 
-p"“" Potenz von r beginnt (S. d. Zusatz unter &.)s p<-0+2 ist. Folglich 
hat AR, nur negative Potenzen von ır. 
y. Wir können also, wenn r in R ein unter «. besprochener Wurzel- 
werih der Determinante o+1'" Grades ertheilt wird, die Entwickelung (a. 


für AR setzen. und wissen. dass der Näherungsnenner, welcher vom Grade © 


n. 


ist. bis auf einen constanten Factor eine Function zweiter Ordnung E”\/r). der 

au y. | EF"(@) en 
dazu gehörige Zähler @"/x), der entsprechende Rest — ———— sein wird. Ich 

6,] (X) 

behaupte. dass sämmtliche A Functionen ersten und zweiten Grades von x sind. 
Ist nämlich der Grad von A, gleich a,. so ist der Grad des Zählers Z und 
Nenners N von dem Näherungswerthe des ganzen Bruches (b.) respective 
1-4, + +ta, , und y-+-a+''-+a,_ı:. Letztere Zahl ist o, erstere höch- 
‚stens o—1 (s. 0. vielleicht genau o—1. wenn nicht a0), also a,— 1 oder 2 
(vielleicht genau 1. wenn nicht »n—=0). Ferner ist (Hb. $. 63. p. 161) der 
Grad von R weniger dem Bruche (b.) gleich — (r-+a,): soll er — (n-+2) sein. 
so ist a„—=?2. Brachen wir bei einer früheren, der p"" Stelle ab. an der der 
Nenner des Näherungsbruches keine Function E giebt, so war dort a, sicher 
nur 1. weil, wenn a,=2 gewesen wäre, der Nenner, nach «.. auch hätte 
ein E sein müssen; aber grösser als 2 kann a, sicher nicht sein, weil sonsi 
der Rest mit einer um drei Einheiten grösseren Potenz von 2 angefangen 
hätte. als der Grad des Näherungsnenners angiebt, was unmöglich ist (vergl. 
den Zusatz unter @.). Wir haben also das Resultat: 

Entwickelt man 


rf rn dz SE" dz 
4, (e@—3)Vw@) 3) VW) 


> 
’ [#3 Z 








oder. was auf dasselbe hinauskommt. 
kb 1 /'(E+0,%) 


—— —-- der, 
vv) Vy@) 
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wenn r, o und o, Constanten bedeuten (man führt zwei Grössen o und o; 
ein, obgleich es nur auf ihr Verhältniss ankommt, weil im speciellen Falle o, 
verschwindet), in einen wahren Kettenbruch, der nothwendig die Form hat: 


1 





Se 
pP? IT er ru 


._| REITER BE 5.2 SEE NE 
p,x-rq4 | 





1 


wa eu. 


a 1 
PeI THE TFT. 
etc. 


so wird immer, wenn man unmittelbar vor einer Stelle abbricht. an der ein 
Partialnenner vom zweiten Grade vorkommt, und nur dort (also hier bei 
Pag. 1) der eingerichtete Bruch als Nenner E’(x), als Zähler @” (x). 

ft Fol 
als Rest 7; @) 

> we) 
nenner vom ersten Grade sein; man kann aber r o--1 Werthe geben. von 





geben. So lange r allgemein bleibt, werden alle Partial- 


denen jeder an der 0°" Stelle einen Parlialnenner zweiten Grades Pax tele. 
hervorbringt, so dass man dadurch alle E”, @°, F’’ der ersten Classe 
erzeugt. Diese o+1 Werthe von r sind Wurzeln eines Ausdruckes vom 


Grade o-+-1 nach r, einer gewissen Determinante (Aehnliches gilt für o). 
Bu ) .. 58 
Ob man für dasselbe r (oder = mehrere solche v kritischen Stellen. 
l 


d.h. mehrere Partialnenner zweiten Grades in demselben Keltenbruche. also 
mehrere Funcelionen E’, natürlich dann mit verschiedenen Indices » erhält. 
kann noch nicht gesagt werden. Es findet dieses Statt oder nicht Slalt, je 
nachdem durch Auflösung der Gleichungen für die r bei verschiedenen » ein- 
mal eine frühere Wurzel r sich wiederholt, oder keine sich wiederfindet. 


Es möchte überflüssig sein, ähnlich, wie es im $. 5. geschah, auch hier 
aus den allgemeineren Formeln die bekannten speciellen für den Fall abzu- 
leiten, dass in w(x) die Grössen 5 und y gleich werden, und die E und F 
in Kugelfunctionen P und Q übergehen, wodurch, wie man weiss, die in 


D r . 4 un . . zT E | 
einen Kettenbruch zu entwickelnde Grösse sich in log —_y verwandelt. 
= —— 


Man hat also das in der Einleitung erwähnte Resultat festgestelit, nach dem 
die Functionen erster Ordnung, die speciellen zweiter Ordnung und die all- 
gemeinen zweiter Ordnung sich in gleicher Weise, als Näherungsnenner und 


« 


Reste, auf Kettenbrüche beziehen, in die man resp. [(2—e) (2—P)]". log —— . 
R 5 J °r—1 
und ein elliplisches Integral entwickeln kann. Zu gleicher Zeit hat man eine 
Journal für Mathematik Bd. LX. Heft 3. 33 
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Kinsicht in die wahre Kettenbruchentwickelung elliptischer Integrale gewonnen. 
und eingesehen, welche Wichtigkeit die Stellen im Bruche haben, an welchen 
das Geselz der Partialnenner sich ändert. und ein soleher nicht mehr vom 
ersten, folglich vom zweiten Grade wird. 

Auf eine, im Augenblick muss man noch sagen äusserliche Aehnlich- 
keit der Brüche für die elliptiischen Funetionen mit jenen für die wahre Ent- 
wickelung von yD soll hier noch aufmerksam gemacht werden, wenn D eine 
ganze Function beliebigen Grades von x bezeichnet. Auch yYD giebt einen 
Kettenbruch, in dem diejenigen Stelien, an welchen Partialnenner zweiten 
Grades vorkommen, eine wichtige Rolle spielen. Nur unmittelbar vor solchen 
Stellen darf! man den Bruch abbrechen. grade wie es bei unserem Bruche ge- 
schieht, und ihn einrichten, um als Zähler Z und Nenner- N der so entstehen- 
den Näherungsbrüche die ganzen Funclionen zu erhalten, welche der Pellschen 
Gleichung N’— DZ’ = 1 genügen. 

$: 5. Die Entwickelung nach den Funelionen zweiter Ordnung bedarf 
nach der ausführlichen Behandlung dieses Gegenstandes im Hb. und den Er- 
örlerungen von 11. $.5 keiner weiteren Besprechung. Es wurde bereits auf 
die Rolle aufmerksam gemacht, die $. 5. (c.) hierbei spielt. 

Wir beschliessen die Untersuchung der Funetionen zweiter Ordnung 
mit der Bemerkung, dass die Formel (5*.) sich der Hauptsache nach bereits 
ım Hb. $. 90, p. 241 findet, und dass diese auf die neuen Resultate des Ab- 
schnittes Il führte. die wiederum den allgemeinen Gesichtspunkt gewinnen 
liessen, unter dem wir hier die Lameschen Functionen betrachten. Behält ınan 


nämlich genau die Bezeichnung des Hb. bei. und setzt 








En ee. ee 
Nor er 





ur: pi 
MTı (@))’ (@’- -b’)(a’— c”) 01, 


so wird 





k (x) 


(x — a)(@a— b’)(a’— ce”) 





- \ 7 3 ak) 
no .\ - » “ nf » » 24 ee. 
F’(x) = const.K"(D)— ya—b’yr’—c \ (Kray 


Ix D J 0 r® 
IB I ee > 
| / a dx. 
. Ad ii u 


Berücksichtigt man noch, dass im Zähler unter dem Summenzeichen A(.x)—K(«) 
K(«) 
-& 


eine 





für A(.x) gesetzt werden kann. da Aa) verschwindet. so wird 
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ganze Function n—1" Grades nach .r, also 





K(x) A; 
\ (K'(la))’ (@—a)(a’—b’)(a’—c) in 


wo G(x) eine ganze Function von x ist, welche mit o,x""" anfängt. Dies 
ist aber das Resultat (5*.) in der gegenwärligen Arbeit: von Wichtigkeit für 
die neue Methode war es, dass stalt des elliptischen Integrals der beiden ersten 


Gattungen zwei ganze Integrale dritter Gattung eingeführt wurden. 


IV. Die Lameschen Funectionen dritter und höherer Ordnung. 


Wie in III, $.1 stellen wir hier am Anfange des Abschniltes unsere 
Festsetzungen und Bezeichnungen zusammen, die sich auf die Funelionen dritter 


Ordnung beziehen werden. 


/ \ D\; / \\ 1 2 4 Y 2 Y 
y(z) = (2—-o)(c—-P)(c—-y) (20) = 0,0402 —C,0+C;: 
dx P x”de > cn od gmdz 
= ——— 0 —— Na ==: „= 
wir) rn 5 163 u 2167 ni 5. 


a 4 n n—1 

e<PB<y<I; er, An 
Reden wir von Functionen höherer, der p"" Ordnung, so hat man sieh unter 
(x) ein Polynom p-+-1'" Grades vorzustellen, und die übrigen Bezeichnungen 
dem auf selbstverständliche Art entsprechend zu verallgemeinern. Die Functionen 
dritter Ordnung erhält man durch Betrachtung der Differentialgleichung 

d’W u” w 

(1.) —— — [n(a+2)2°’+k,C,2—k,C;] ru 0. 


du’ 
die p“" Ordnung aus der Gleichung 
18) dW - a mr a MM. w 
(17) —— —[Inlatp—1)2” "+0,27" — + +, 20,2 Fk,_1C,-] 1 0. 


’ du? 


Die Grössen A,, etc. lassen sich so bestimmen, dass für je eine Combination 


derselben ein Integral dieser Gleichungen eine ganze Function »"" Grades 


von A, B, etc. ist; eine andere Lösung wird dann, nach absteigenden Po- 


(n4+p—1) 


tenzen von x entwickelt, mit © ° anfangen. Die ersten Lösungen heissen 
Functionen erster Art E, die anderen Funclionen zweiter Art F. Sie zer- 
[allen in Klassen, wie die Functionen zweiter Ordnung. 

Um dies für die Functionen dritter Gattung etwas näher zu unter- 


suchen, betrachten wir wiederum nur einen Fall, den des graden », und zeigen, 
38 * 


=. 
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dass die erste Klasse existirt, welche eine ganze Function von x vom Grade 


2 r 


’ IN . 
o sein wird. Man setze deshalb in (1.) für ——- vollständiger 





du’ 
eW .. dW 
v(z) rt sv) rs 
W = ye’+g ae" +ete.-+g, 


und hat dann zur Bestimmung der Coefficienten g, von denen man ,=1 
setzen kann, die Gleichung, in der man wieder alle C allgemein lässt, und 
keines eleich Null macht. 

(2m +2) (2m-+4) C,g,_n 2 — (2m -+1) (2m +2) C,g,_n_1+ (4m’+ k,) O,g,_, 

— [(Qm — 2) (2m —1)-+ k,]Cı g_n;ı — (Rn —2m+A)(n+2m—R)ynı2 = 0, 
deren linke Seite der Factor von x” in dem Ausdrucke ist, welchen man 
erhält, wenn man die Reihe für W in (1.) einsetzt. Da dann eine Reihe ent- 
steht, die mit x°°“ anfängt. so hat man m der Reihe nach gleich +2, o-+1,... O0 
zu selzen. Für m=06-+?2 erhält man keine Bedingung: unser System be- 


oinnt also 


0 = — [(r+1)a+k)C, 9-2 (2n)gı; 

0= (+) —-[R—1)(n —2)+k]CO, 1 —-4(2n—2)g:- 

0 = -n(n-1)6,9-+[n-2)+k]C,g—[n-3) (nA) +4,]C,9,—6(2n-4)g,; 
0= n(a-2)0,9—- (R—2)(n-3)C,g+[n-4)’-+%,]C,g 


— [Rn —5) (n—6)+k]C, 5 —8(2n —6)g, 
und schliesst 
0 = 6.80,9,4—9.60,93+(16+%,) O,_— (2.3-+k)C, gg —-Rn(n+2)g,; 
0 — 4.60,9,3— 93.469, + (4-4) 91 —kıC, 9: 
0 — 2.40,9,.—1:20,9,_1+%:0,9s- 
Die ersten o von diesen o-+2 Gleichungen dienen dazu alle g durch g, aus- 
zudrücken, wodurch sie rational in A, und %k, werden: die beiden letzten 
geben schliesslich zwei Gleichungen zwischen k, und %,. denen diese genügen 
müssen, und aus denen sie zu ermitteln sind. Die genauere Erforschung 
dieser Gleichungen, deren Grad nach A, und A, man leicht erkennt, und welche 
man als Determinanten resp. der ersten oder letzten o-+1 Gleichungen schreiben 
kann. muss späteren Untersuchungen überlassen bleiben, die dann auch erst 
die Anzahl der Functionen der betreffenden Ordnung für jedes z ergeben 


werden. 
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Von specielleren Functionen derselben Ordnung spielen bis jetzt die- 
jenigen die Hauptrolle, in welchen alle Constanten /, 7, d, ete. einander gleich 
werden; es sind dies die Kugelfunctionen höherer Ordnung, auf die man bei den 
Entwickelungen kommt, auf welche am Schlusse der Einleitung hingewiesen 
wurde. Nach den dortigen Andeutungen wird man ihre Differentialgleichungen 
leicht aufstellen können, von denen man auch ohne Schwierigkeit vermittelst 
geschlossener Reihen je ein Integral findet. Wenn nicht dieser Geeenstand 
von Anderen weiter verfolgt wird. so denke ich später meine bisherigen Un- 
tersuchungen über dieselben weiter auszuführen. und sie dann mitzutheilen. 
Es scheint mir übrigens möglich, aus der Anzahl dieser speciellen Functionen 
ebenso Schlüsse über die Anzahl der allgemeinen in der gleichen Klasse zu 
ziehen, wie es für die Funetionen zweiter Ordnung Hb. $. 83. p. 217 geschah. 

Für den speciellen Fall ae=—/p,y=—0d gehen die Gleichungen, 
welche zur Bestimmung der g dienen. n , =g=elte..—=0 und in einfache 
zwischen g,, 9, ele. über. Letztere sind dieselben. welche Il. $.2 zwischen 
Yu» 9ı, ele. stattfinden, wenn man dort o für » schreibt. Unser E ist dann 
also im Wesentlichen eine Function zweiter Ordnung, was man schon von vorn 
herein hätte einsehen können. 

Die verschiedenen Klassen der E dritter Ordnung unterscheidet man 
wieder nach ihren Irrationalitäten; zerfällt man (x) auf beliebige Art in 
zwei Factoren, die ganze Functionen von x sind, w,(x) und w,(.xr). so haben 
sie alle die Form von Producten yw,(x).@(x),. wo @(x) eine ganze Function 
von x bezeichnet, die nicht mit w(x) zugleich verschwindet. Das Letztere 
folgt sogleich aus der Differentialgleichung (1.), ebenso wie der ähnliche Satz 
Hb. $. S7, p. 229 bewiesen wurde. 

Um nun E mit F in Verbindung zu bringen, wendet man das Ver- 
fahren III, $.4 an. Durch Einführung der Grösse 

Ww 
VW) 
erhält man zunächst eine Gleichung aus (1.), welche die in I. geforderte Form 
besitzt. also nach der dortigen Methode integrirt werden kann. War z. B. 
E eine ganze Function von x, also » gerade und E von der ersten Klasse, 


so wird (1, $.3.. (2.)) 
(2.) F&@) = C,Jı | CJ+CJ. 


wenn 
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] | fr E" (2) dz J h -f’ In (3) dz J. = f"- E n er dz 
u) ü = —e 6 St Mer u ———— —- — 
k 4 Fr; } w = | ” u; } 17 (2) Y ı 4} E 


Yw(3) 











[84 





ist. und wenn Ü,. C,. €, nicht die Werthe haben. die am Anfange dieses 





Absehnittes durch den Buchstaben € bezeichnet wurden. sondern die Deter- 











minanten sind 





Gr —de. Dacr-EE, = 66 —As, 


wo man geselzt hat 


(2) > ‚ Lin) / (7) F ‘ “n)/ (97) KL f Un)/ 
Pe E” (2)d, 4 = Er’B, . = z'E")(z)dz2. 


84 pP Y 
Es lässt sich dann SR auch in die Form zusammenziehen 


” F@ r 3, Ei ee VE un ik at m Ann “ 
2 x \ ee a erg y an) 2, r) 3.) E" 2,) ılz ‚dz,dz,. 
: 3,)\0 —23,) 


wenn — 30, S, 2, resp. in den Grenzen @ und 5, ? und y, 7 und d in- 
teerirt wird. 

Die € spielen nun dieselbe Rolle wie die ce und E in III. so dass ge- 
wisse Verbindungen derselben (m. vergl. II, $.5. (a.)) verschwinden müssen. 
Es ist daher kein dusserlicher Zusammenhang, dass der Factor unter dem In- 
teerale 

| $ = (31— 3) (32— 30) (32— 31) E* (30) E* (21) E* (22) 
derselbe ist. welcher bei der nn in Reihen benutzt wird. 
die nach Producten aus drei E dritter Ordnung forischreiten. Soll eine 
Function %/3,. 2,.%,) In eine solche Reihe entwickelt werden. so kommt es 


fer dz,dz,dz; 


ebenso an. wie auf das entsprechende bei Reihen. die nach Lameschen Pro- 


auf das Integral 


ducten fortschreiten. 

Die Darstellung der E dritter und höherer Ordnung durch einen viel- 
fachen Differentialquotienten gestaltet sich hier ganz ähnlich wie an der früheren 
Stelle III, $. 6 das Entsprechende für die zweite Ordnung. 

Aus \2.) leitet man endlich ab. dass EM der Rest ist. (also der 

Jwir 
Theil, welcher nur negative Potenzen von x enthält). der bei der Multiplication 





von E’\r) mit 


f? dz a: | dz no dz 
{ } “m . ( 1 N u We Er ENG pa 





. ze —z)\]lwis u, z—3)yw(3 J T32)]wi: 


u . \ 
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entsteht, oder, wie man sich dann bekanntlich auch ausdrücken kann. bei der 
Multiplication von E* (x) mit einem elliptischen Integrale der Form 
! "xatbzr-- cr? 

- f; — - dr. 

Yvw(x) yw(z 
über dessen Keltenbruchentwickelune und deren Zusammenhane mit E und F 
sich ganz ähnliche Schlüsse machen lassen. wie in Il. 

Um die Formel II. (5*.) auf unseren Fall zu übertragen hat man mur 

für R die eben erwähnten Integrale zu seizen, für w(r) seinen Werth in 


diesem Abschnitte, und endlich @*(.r) gleich der Summe 


. f E*(@)—E"(z) ds W f E"(z)—E"(2) ds m; ’ E"(2)—E" (z dz 

' ER re Se = r% | 

; Mn S -_ « a L 5 S ö « IL S - 
(4 » er / 








S ] Ur 2 w } m ad a N w(z 


Es wird überllüssie sein. noch etwas Weiteres über die Funetionen 
höherer Ordnuneen und die damit zusammenhängenden Kettenbruchentwiekelun- 
sen der Abelschen Integrale hinzuzufügen. 


Halle, im September 1861. 
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Sur la transformation du troisieme ordre des fonctions 
elliptiques, extrait d’une lettre de M. Hermite 
a lediteur. 





. . Soit une forme biquadratique et son covariant du 4" degre 
a savoir 
= an’+4br’y+ber y’--Ib'ry’-+a'y*, 
g = (ac—b’)a*+2(ab’— be)’ y-+ (ad’+2bb'— Ic’) x’ y' 
+2 (ab—bie)ay’+(ac—b'’)y*. 
En posant suivant lusage 
I = aa —4bb' --3c 
J = aca' +?2beb'— ab" — ab’ — ec? 
je considere ces deux covarianis qui sont encore du 4°"" degre: 
Ig—-Jf et Ig+3Jf 
et qui conduisent a la relation remarquable que voici. 
Nommons F el @ ce que deviennent f et g quand on y remplace « 


. of of 


et y par —z Fr ei 4 Zy; om aura 

IG—JF = g (Ig-+3Jf). 
Il en resulte d’apres le prineipe algebrique de Jacobi pour la transiormation 
des fonetions ellipliques qu’en supposant „=1 et x seule variable et faisanl 


pour abreger 


4) = Ig- If 
4 () = 19+3Jf, 


on aura 
ds dx 


— "2 M u 
4%) YyI(«) 





3 elant lie a x par celte relation du troisieme degre: 


bz°’-+3cz’-+3b'r 1 a’ 
' 





ax’-+3br’-+-Iex -+b 
et M designant une constante. C’est done la transformation du 3" ordre qui 


soffre comme consequence de la theorie algebrique des formes biquadratiques. 


Paris, mai 1861. 
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Zerlegung der Bedingung für die Gleichheit der 
Hauptaxen eines auf einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung liegenden Kegelschnittes in die Summe 
von Quadraten. 


(Von Herrn Otto Hesse zu Heidelberg.) 


D:. Bestimmung der Hauptaxen eines durch seine Gleichung in der 
Ebene gegebenen Kegelschnittes hängt von einer quadratischen Gleichung ab. 
Das Quadrat der Differenz der Wurzeln der Gleichung. ausgedrückt durch die 
Coefficienten in der gegebenen Kegelschnittsgleichung., lässt sich bekanntlich 
in die Summe von zwei Quadraten zerlegen, die einzeln verschwinden. wenn 
der Kegelschnitt ein Kreis wird. Ist der Kegelschnitt im Raume segeben als 


der Schnitt einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung und einer gegebenen 


Ebene. so wird der Ausdruck für das Quadrat der Differenz der Wurzeln 
der quadratischen Gleichung, welche die Hauptaxen des Kegelschnittes be- 
stimmt. so complieirt. dass eine direkte Zerlegung des Ausdruckes in die 
Summe von Quadraten unausführbar wird. Eine Zerlegung jenes Ausdruckes 
in die Summe von zwei Quadraten ist vielleicht ganz unmöglich. Aber sie 
ist möglich und ausführbar, wenn man statt 2 Quadrate 10. 7. 6 oder 5 
selten lässt. Diese Zerlegung bildet den Gegenstand der folgenden Aus- 
einandersetzung. 

Das Problem der Hauptaxen eines Kegelschnittes, der als der Schnitt einer 
Oberfläche zweiter Ordnung f(x, y.3)=0 und einer Ebene ar +by+c3—d=0 
veoeben ist. lässt sich. wenn man annimmt, dass 


Ei 


1.) g(2,9,2) = wet aı1Y +02 +2a.y3 +2ay3c + 2a.cy 
die Summe der Glieder 2” Ordnung in der Gleichung f(x, y, 3) =0 der ge- 
sebenen Oberfläche zweiter Ordnung sei, und dass zwischen den Coefficienten 


a, b. e in der Gleichung der Ebene die Relation bestehe: 
2) a+b+cd=1. 


rein algebraisch so auffassen *): 





Siehe Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes von 0. Hesse, 
1561, pag. 329. 


Journal für Mathematik Bd. LX. Heft 4. 39 









Hesse, zur Axenbestimmung eines Kegelschnittes im Raume. 


Die Substitutionen zu bestimmen : 


xz = aA+aY-+a”Z, 
(3.) y bBX+b'Y+b"Z, 


3 cX+cCY-+c"Z, 


l 


| 


welche die Gleichungen 
4.) Hy +r = A’HP7+Z, 
5.) pa, y,2) = MA’+AY?+nZP— Qu YX— Qu" ZX 
zu identischen Gleichungen machen. 
Es führt dieses Problem auf die in A quadratische Gleichung: 


dw — 4 dl, dın a 
a Au—d da b\ 

(6) Pr, 
Ay ds] Aa —h c ): 
| | 
a b e 0 


deren Wurzeln eben jene Coeflicienten 4, und 4, von Y? und Z° in (5.) sind. 
Dieses vorausgesetzt. handelt es sich nun darum, das Quadrat der 
Differenz (%,—4,) durch die Coeflicienten in der gegebenen Function p(z, y, 2) 
und durch die gegebenen Coeflicienten a, b, e in der Gleichung der Ebene 
auszudrücken und diesen Ausdruck als die Summe von Quadraten darzustellen. 
Zu diesem Zwecke differentiiren wir die durch die Substitutionen (3.) 
identischen Gleichungen (4.) und (5.) partiell nach X, wodurch wir erhalten: 

7.) acz+by+cez =Ä, 

8.) Ayla).c+tgptb).y+4iy(e).z = WAÄ—-wWY-u"Z. 

Wir bringen ferner einen Determinanten - Satz, dieses Journal Bd. 22. 
p. 341. in Erinnerung, dem wir folgende Fassung geben: 

Wenn n gegebene Functionen von eben so vielen Variabeln durch 
irgend welche Substitutionen von einer gleichen Zahl neuer Variabeln 
transformirt werden, so ist das Product der Determinante der gegebenen 
Functionen und der Determinante der Substitutionen gleich der Deter- 


minante der transformirten Functionen. 
In dem vorliegenden Falle der Substitutionen (3.),. welche die Glei- 
chung (4.) zu einer identischen Gleichung machen, ist die Determinante der 
Substitution gleich +1 oder gleich —1. Wir können aber annehmen, sie sei 








*) L, c. p.331. 
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vleich +1. Denn im entgegengesetzten Falle braucht man nur die Vorzeichen 
sämmtlicher Substitutionscoeffieienten in die entgegengesetizten zu verändern. 
Man hat daher den Satz: 

Wenn 3 gegebene Functionen der Variabeln x, y, 3 durch die Sub- 
stitutionen (3.), welche die Gleichung (4.) zu einer identischen Gleichung 
machen, transformirt werden, so ist die Determinante der gegebenen 
Functionen gleich der Determinante der transformirten Functionen. 

Nach diesem Satze wird die durch 4 dividirte Determinante A der 


drei Functionen (7.). (4.). (9.): 
'a b C 


oder: 
1 0 0 | 
A=!X Y Z | 


uXA—-wWY—u"Z AHY-wWX „Z-u"X 
und entwickelt: 
10.) A= (L—A)YZ+(WZ—-u"Y)X. 


Ebenso wird die durch 2 dividirte Determinante der drei Functionen (7.), (4.), (8.): 


a b c | 
| / 
'3p(a) 3b) Ye) 
oder: 
u 
V=4äZ Y 2 | 
ee Ze | 





und entwickelt: 
(12) V= wZ-u”Y. 


Multiplieirt man diese Gleichung mit X und zieht sie von (10.) ab. so er- 


hält man: 


(13) A-VX = (h—A)YZ, 

eine Gleichung, welche auf ihrer rechten Seite nur das Product der Variabeln 
YZ mit dem Factor 4,—4, enthält, während die linke Seite eine durch (9.). 
11.) und (7.) gegebene Function der Variabeln x, y, z ist. 

Diese Gleichung, gleich wie die folgende, welche durch Multiplication 
mit X aus ihr hervorgeht: 

(14) AX—-VX’ = (»—A)AÄYZ, 
ist eine durch die Substitutionen (3.) des Problems identische Gleichung. 
39 * 
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Die Differentiation der durch die Substitutionen (3.) identischen Glei- 
chung (4.) nach X, Y, Z, oder die Auflösung der Substitutionen, welche die 
Gleichung (4.) zu einer identischen machen, giebt: 


De — ax +by + cz, 
15.) !Y = axc+by+cz, 
\Z = a’z+b"y+c"z. 
Wenn wir das Produet dieser aufgelösten Substitutionen, welche die Glei- 
chung (4.) zu einer identischen machen. entwickeln wie folet: 
(16.) XYZ = Au... 2 y" 3", 

so haben wir zwischen den Entwickelungscoefflieienten die Gleichungen: 

zZ ' Azsm+t Auso+ Ayo } + Au 
+2 | At Ant Asa + Arw+ Azvı + Alı " 

1 157 A; + Ayo 4 Aust + Ar 

r (Aa —Aur)” + (Asa — As) + (Ay —Aı)" u? 


Entwickeln wir aber auch den linken Theil der Gleichung (14.), der 


17.) 


(18.) 


eine rationale Function ist der Coeffieienten in dem Ausdrucke p(x,y,z) und 
der Coeffiecienten a, b, ce, indem wir setzen: 
(19) AX—VX’ = Fa...” yN3", 
so ergiebt sich durch Substitution von (16.) und (19.) in (14.) und Verglei- 
chung der beiden Seiten der letzten Gleichung: 
(20) Ana, = en 

Substituirt man diese Werthe in (17.) und (18.). so erhält man die 
sesuchte Zerlegung des Quadrates der Differenz 4,—4, in die Summe von 10 
Quadraten: 
21.) (,—4,) —— 6 aznt at a + Al | | 
+2 { Ant amt Ayt+ aut + Anı h 
und in die Summe von 7 Quadraten: 
(A —ı) ir 15 az + ao + Aust + Ar 

+ (a0 — du)” + (Ayı vo Ayo)” + (Asoı ni Ayı) - 

Um die dritte Zerlegung des Quadrates der Differenz in die Summe 

von 6 oder 5 Quadraten vorzubereiten. werden wir die Gleichung (17.) aus 






(22.) 















*) L. c. p. 216. 
=») L. c. p. 217. 











Hesse, zur Axenbestimmung eines Kegelschnittes im Raume. 309 


einem neuen Gesichtspunkte beweisen *) und daraus eine zweite, dem Zwecke 
dienliche, analoge Gleichung entwickeln. 

Die Transformation einer gegebenen homogenen Function: 

(23.) ZEaa,., A" YZ% 

der drei Variabeln X. Y, Z von der m” Ordnung. also in der Voraussetzung 
a, +, +%=m, durch irgend welche lineare Substitutionen (3.) lässt sich 
ausführen wie die Transformation einer linearen homogenen Function durch 
ebenfalls lineare Substitutionen, deren Anzahl aber gleich ist der Zahl p der 
Fälle. in welchen «&,+«, +0, = m ist. 

Um letztere darzustellen, bilden wir das Produet X" Y“Z" durch die 
Substitutionen (3.): 

(24) X yüztr = Ede Poyhı ze, 


« 
( a _ 


PoPıl?> 
indem wir mit 5. Pı, /% in der Summe alle Zahlen 0. 1... m bezeichnen. 


deren Summe gleich m ist. 

Diese Gleichung (24.) stellt ein ganzes System von p Gleichungen dar. 
da in ihr &,, &,. @ irgend welche Zahlen O0. 1... m bedeuten. deren Summe 
sleich m ist. Dieses System (24.) von p Gleichungen ist ein lineares. wenn 
man in ihm die p Producte «’'y":3” als die Unbekannten und die p Producte 
XY“:Z” als irgend welche gegebene Grössen betrachtet: und die Zahl der 
Gleichungen ist gerade gleich der Zahl der Unbekannten. 

Betrachtet man daher die p Producte X" Y“Z“ als von einander un- 
abhängige Variable und die p Producte x” y’: 3°: ebenfalls als von einander 
unabhängige Variable, so stellt das System Gleichungen (24.) lineare Sub- 
stitutionen dar, deren Anzahl gleich p ist. 

Multiplieirt man nun die Gleichung (24.) mil E.,«.«, und nimmt die 
Summe aller » Gleichungen, so erhält man, wenn man den rechten Theil der 
Gleichung nach den unabhängigen Variabeln 2% y“ 3“ ordnet, eine Gleichung 
von der Form: 

(25.) ZEaaa. AV" Zr = Zeo,a,c, 0% ylıı 2%, 
nämlich die Transformation der gegebenen Function (23.) der m” Ordnung 
durch die Substitutionen (3.). 
Da diese Gleichung eine Folge ist der p linearen Substitutionen (24.). 


so wird man in ihr für die p Variabeln X% Y“Z% irgend welche Werthe 





*) Der Beweis ist aus einer brieflichen Mittheilung des Prof. Clebsch genommen. 
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B«.«,« selzen können, wenn man gleichzeitig für die p anderen Variablen 
ro y“% 3% diejenigen Werlthe da,«,«, setzt, welche jenen durch die p linearen 
Substitulionen (24.) entsprechen. Man wird dadurch aus (25.) immer eine 
richtige Gleichung erhalten. Wir drücken diese Bemerkungen als Satz aus 
wie folgt: 
Wenn die linearen Substitutionen (3.) die Gleichung (25.) zu einer iden- 
tischen Gleichung machen, so ist es erlaubt in ihr statt der Producte 
XYÜZÜ irgend welche Werthe Bu,«.«, zu setzen, wenn man gleich- 
zeitig für 2% y“ı 3%. diejenigen Werthe ba,«,«, setzt, welche jenen in dem 
linearen Systeme (24.) von p Gleichungen entsprechen. 
Wir werden fortan annehmen, dass die Substitutionen (3.) orthogonale 
seien. welche also die Gleichung (4.) zu einer identischen machen. Alsdann 


sind auch folgende orthogonale Substitutionen: 


Ä, — Ar, . by, 62. 
(26.) NY, = as +b'y, +c'2.. 
2, = az +b"y+c"2:. 


und man hat die durch die orthogonalen Substitutionen (3.) und (26.) identische 
(Gleichung: 
27.) AX+YY+ZZ = au +yyı +33, 
vleich wie die folgende: 
(28.) (AX,+YYı+ZZ)”" = (em + yyı + 33)”. 
Entwickeln wir diese Gleichung nach dem polynomischen Lehrsatze. indem 


wir setzen 
(Im) = 1.2...m, 
— II(a,).II(a,)./I(e;) 


und lassen den allen Gliedern der Entwickelung gemeinsamen Factor /T(m) 


(29.) 


C 
/0,08,@ 


fort. so erhalten wir: 
1 1 


30.) 2 — AH Yu NY Z = Fo — a yet ey ar. 


Y 
Ur,e, e, ,t,@, 





Denken wir uns in dieser Gleichung für X,. Yı, Z, die Werthe (26.) 
geselzt,. so wird sie, wie (25.),. eine durch die Substitutionen (3.) identische 
Gleichung und erfüllt die Bedingungen des angegebenen Satzes. Man hat 


daher: 





4 Bau ” nn Ba 
(31) X YZ: = FI ey zn. 


— y 
Ca,«,«, Re, @, 
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Es ist dieses wieder eine durch die Substitutionen (26.) identische Gleichung. 
in welcher die Coefficienten b«,«,«, durch die Coeffieienten Ba,«,«, beding! 
sind. Die ersteren b.,.., kann man daher durch die anderen B.,«,«, entweder 
durch die Entwickelung von (31.) bestimmen oder durch Auflösung der 


linearen Gleichungen (24.). Hiernach hat man den Satz: 
Bu a, 


RW, 


% 


Wenn eine gegebene homogene Function: 2 X\,-Yı'Z: der 


m’ Ordnung durch die orthogonalen Substitutionen (26.) transformirt 


nn b 2 En 
wird in: © x) Yyı'2). so genügen die Werthe X" Y“Z= — BB... 


Er. Cu,a,«, 
und zuy%z% — Du... den p linearen Gleichungen (24.). 
Ai a 
Die Gleichung (31.) erfüllt durch die Substitutionen (26.) die Be- 
dingungen des ersten Satzes. Wendel man diesen Satz auf die genannte 
Gleichung an, so ergiebt sich daraus folgender Satz: 
Wenn die orthogonalen Substitutionen (26.) die Gleichung (31.). in 
welcher der linke Theil irgend eine gegebene homogene Function der 
m" Ordnung ist, zu einer identischen machen, so hat man: 


2 2 
<' Ba,«, «, E. - ba,«,«, 


(32) 3 


Ca,e,« Cn,a a, 
Wir werden zwei specielle Fälle hervorheben. Wir werden erstens 
annehmen, dass m = 3 sei und dass alle D.«.«, = 0 seien mit Ausnahme des 


einen By ı = 1. Unter dieser Annahme wird die Gleichung (31.): 


“7% vn ba, d,G, 
(33.) AYZ = 2 —— 2% yCız® 
ae, , 
und man hat nach dem letzten Satze: 
ba a,0 
34. ee Eee. 
| ) Cx,a,«, 


Setzen wir aber, um von unserer früheren Bezeichnung Gebrauch zu machen: 
(39.) ba,«,®, = Cn,e,«, Au,e,«,: 
indem wir die durch die Substitutionen (3.) identische Gleichung (33.) also 


darstellen: 


(36.) AYZ = 2 Ao.o,a, TH yı3%, 
so geht die Gleichung (34.) über in: 
(37) 1= 0.00, Asa; 
woraus durch Entwickelung die Gleichung (17.) hervorgeht. 
Wenn wir zweitens m =? setzen und alle B.,«,«, verschwinden lassen 
mit Ausnahme von D,., Welches gleich 1 sei, so erhalten wir aus (31.): 
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ba a, 0 
(38.) YZ => ss ——ı 7% y“ız“ 


( a, %, 


und hieraus nach dem letzten Satze: 


ba,o,«, 
39. a 
| ) 7 nat Ü a, 


07 


Setzen wir endlich, um dieselbe Bezeichnung zu gebrauchen: 
(40.) ba,u,«, = 0,0, Aa,a,«,» 
so gehen (38.) und (39.) über in 
(41.) YZ = 2 Auo,., DU ytı3%, 
(42.) ee 
von welchen Gleichungen die letzte entwickelt giebt: 
(43.) 1 = 2 (Azyw+ Adao+ Ada) + Abu + Ai + An: 

Zwischen den Substitutions- Coeffiecienten hat man die Gleichung: 
aa" +-b'b"--c'c" = 0, welche nach der eingeführten Bezeichnung sich so 
darstellt: 

Aw+ Anrı+ Au = ®. 
Es ist daher: 
A = Al +2 Au A + Ale: 
(Ay — Aun) = Am — 2A An + Adın: 
woraus hervorgeht: 
Ant (Anı— Ay)” — 2A n 2 Ad: 
Zieht man diese Gleichung von (43.) ab. so erhält man: 
44.) 1 = 3A+ (Am — Au)” + Ad + Aloı + Aldo. 
Entwickeln wir nun den linken Theil der Gleichung (13.). indem wir setzen: 
(45.) A-VX = Zoo, Co yaz®. 
so ergiebt sich durch Vergleichung der durch die Substitutionen (3.) identischen 
Gleichungen (13.) und (41.) 


(46.) Aa, ,«, — 
wodureh (43.) und (44.) übergehen in: 


- - 12 
Er» ) (,—4,) = Bl (a + - At An) 4 - Aut Ay 7 Ayı- 


(48.) (A — 4)" => IA (do — Ay)” ++ Au : 


Dieses sind die gesuchten Zerlegungen des Quadrates der Differenz (4, —4,) 


die Summe von 6 oder 5 Quadraten. 
Heidelberg. 1862. 
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Sur les surfaces gauches du troisieme degre. 
(Par M. L. Cremona & Bolozne.) 





1. Une surface gauche du 3° degre contient toujours une droite 
double et, en general, une autre directrice rectiligne non double. C’est-a-dire, 
la surface, dont il s’agit, peut, en general. eire considerce comme lieu d’une 
droite mobile qui s’appuie sur une conique plane et sur deux droites,. don! 
une (la droite double) ait un point commun avec la conique. 

Mais il y a une surface gauche partieuliere (du 3° degre). dans la- 
quelle les deux direetrices rectilignes coineident. M. Cayley a eu Ja bonte 
de me communiquer la d&ecouverte de ce cas singulier. Dans sa leltre du 
12 juin 1561 Tillusire geometre donne, pour celte surface parliculiere, la 
construction geomelrique qui suit: 

„Prenons une courbe cubique plane avec un point double; menons par 
„ce point une droite queleonque et supposons que les plans A, B,C, 
„menes par cette droite correspondent anharmoniquement aux points a, b, ec, . 
„de la meme droite; alors, si par un point m queleonque de la droite on mene 
„dans le plan correspondant 4 une droite qui rencontre Ja courbe cubigque. 
„le lieu de cette droite sera la surface gauche du 3° ordre.... 

Dans ce petit travail, jai lintention de deduire celte surface particuliere 
de la theorie generale que jai exposce dans mon memoire „Sulle superficie 
gobbe del terz’ ordine“ *). 

2. On doit a M. Salmon **) une proposition tres-importante, qui est 
fondamentale dans la theorie des surfaces reglees. Cette proposilion repond 
a la question: „Quel est l’ordre de la surface engendree par une droite mobile 
qui siappuie sur trois direelrices donnees?* Ü’est-a-dire: en combien de 
points cette surlace est-elle percee par une droite arbitraire RA?  Soit m, m’, 
m" les ordres des lignes directrices donnees. La question revient a chercher 
le nombre des points ou la courbe (m) rencontre la surface gauche dont les 
directrices soient les courbes (m'), (m) et la droite R. Ce nombre sera le 
produit de m par l'ordre de ceite derniere surface. 





*) Atti del R. Instituto Lombardo, vol. II, 1861. 
**) Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. VIII, 1853. 


Journal für Mathematik Bd. LX. Heft 4. 40 
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Pareillement, l’ordre de cette surface sera le produit de m’ par l’ordre 
d’une surface gauche, dont les directrices soient (m), R et une autre droite 
R'. Et de meme l'ordre de cette nouvelle surface sera egal au produit de m” 
par l’ordre d’une surface gauche qui ait pour directrices trois droites R, R’, R”. 

Donc, l'ordre de la surface dont les directrices sont les lignes (m). 
(m), (m’') est, en general, Zmm' m. 

Je dis en general, car ce nombre s’abaisse, lorsque les directrices ont 
des points communs, deux ä deux. Si, par exemple, les courbes (m’). (m) 
ont r points communs, la surface dont les directrices sont (m’), R, R’ est 
rencontree par la courbe (m’) en 2m’m”—r autres points, seulement; et par 
consequent, l’ordre de la surface demandce sera 2mm'm"—rm. Si. outre cela, 
la courbe (m) a r' points communs avec la courbe (m”) et r" points communs avec 
(m'). Vordre de la surface reglee, dont les directrices sont (m), (m’), (m). sera 

Zmm'm" — rm — r'm'’ —r" m”. 

On peut regarder tout point p de la courbe (m) comme sommet d’un 
cöne passant par la courbe (m’) et d’un autre cöne qui ait pour directrice la 
ligne (m). Les m’m" droites communes ä ces cönes sont des generatrices 
de la surface dont il s’agit, et sont les seules qui passent par p. Done, pour 
cette surface, les direclrices (m), (m’), (m’) sont des lignes multiples et leur 
multiplieite s’eleve aux degres m’m”, mm, mm’ respectivement. 

Lorsque les direetrices ont, deux ä deux, r, r', r" points communs, 
ces degres de mulliplieit@ deviennent 

m'm'—r, m'm—r, mm'—r". 
Mais, si l’on am’=1, c’est-a-dire, que l’une des directrices est une droite R, 
et si l’on prend un point p de cette droite comme sommet de deux cönes 


passant par les courbes (m), (m’) respeclivement, celte droite est une ge- 
neratrice multiple, dont la multiplieite est du degre r’ pour le premier cöne 
et du degre r pour l'autre; done la multiplieite de R pour la surface gauche 


est du degre mm’— r"—rr'. 

3. En vertu de ces prineipes generaux, si les direetrices sont deux 
coniques C, C’ et une droite D, ayant, deux ä deux, un point commun, la 
surface gauche est du 3° degre; D est la droite double; C, C’ sont des 
lienes simples. Toute surface gauche cubique admet cette generation, savoir: 

Une surface gauche quelconque du 3° degre peut etre engendree par 
une droite mobile qui sappuie sur trois directrices, une droite et deux coniques, 


qui aient, deux a deux, un point commun. 
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En general, en chaque point p de la droite double D se croisent 


deux generatrices, dont le plan tourne autour d’une droite fixe E, qui est la 
deuxieme directrice rectiligne (non double). Ces deux generatrices, avec la 
droite double, determinent deux plans qui sont tangens a la- surface en p. 
Mais il y a, sur la droite D, deux points (r&els ou imaginaires) qu’on peut 
nommer cuspidauxz: en chacun de ces points il y a un seul plan tangent et 
une seule gen£öratrice; et le long de ces deux gencralrices parliculieres, la 
surface est touchee par deux plans qui passent par la deuxieme directrice E. 

On a done quatre plans tangens, essentiellement distineis de tous les 
autres, savoir. les deux plans tangens aux points cuspidaux, et les plans 
tangens le long des generatrices correspondantes aux points euspidaux. Ües 
plans sont tous reels ou tous imaginaires ensemble; et si l’on rapporte la 
surface au tetraädre forme par eux, on a l’equalion tres-simple: 

2z3—wy —=d. 

4. Dans le cas singulier, signal par M. Cayley, les droites D, E 
coineident en une seule. D, et ıes quatre plans dont il a Ele question ci- 
dessus se reduisent a un plan unique. Pour obtenir celte surface parlieuliere. 
il suffit de supposer que les coniques C, C’ soient touchees par un meme 
plan 7, passant par D. Dans ce cas, les deux cönes avant pour bases les 
courbes C, C’ et pour sommel commun un point quelconque p de D, se 
touchent entr’eux le long de la droite D; done, Yune des deux generatrices 
de la surface gauche, qui, dans le cas general, se croisent en p, se confond 
actuellement avec D; l’autre seule est differente de D. De meme. l’un des 
deux plans qui, en general, sont langens a la surface en p coincide dans ce 
cas avec 7, quelque soit p. Et il y a un seul point (cuspidal) de D, oü 
les generatrices coineident toutes deux avec D, et les deux plans tangens 
coincident avee nz. 

On obtient aussi d’une autre maniere ce cas singulier. Dans mon 
memoire „„Sur quelques proprietes des courbes gauches de troisicme ordre et 
classe” (tom. 58 de ce journal), jai demontre que, si l’on donne deux series 
projeetives de points sur une droite E et sur une conique C, non situces 
dans un m&me plan, les droites qui joignent les couples de points homologues 
forment une surface cubique, dont la droite double est une droite D appuyee 
en un point sur Ja conique C, et la deuxieme direelrice recliligne est E. 
Mais si la droite donnee E est elle-meme appuyce en un point sur la co- 
nique C, on a precisement la surface de M. Cayley. C’est-ä-dire, que l’on 


40 * 
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peut considerer cette surface comme lieu des droites qui joignent les points 
correspondans de deux series projectives donnees, l’une sur une droite D, 
l'autre sur une conique Ü appuyee en un point a sur la droite D. 

Si Fon considere ce point a comme appartenant ä D et que l’on 
designe par a’ son homologue en C, la droite aa’ est une generatrice de la 
surface. Et si l'on designe par 0’ ce m&me point a considere comme ap- 
partenant a C, son homologue o sur D sera le point cuspidal, savoir le point 
ou la generatrice coincide avec D. 

9. Au moyen du principe de dualite, on conclut de ce qui precede, 
d’autres moyens d’engendrer la surface dont nous nous Occupons. 

Concevons deux cönes de 2“ degre touches par un m&me plan donne 
et par une meme droite donnee E. Qu’une droite mobile rencontre toujours 
cette droite E et se mainlienne tangenle aux deux cönes, elle engendrera une 
surface gauche cubique,. dont E est, en general, la directrice non double; 
cest-a-dire que tout plan mene par E coupe la surface suivant deux ge- 
neratrices qui se croisent sur une droite fixe D (la droite double). — Si la 
droite donnee touche dans un m&me point les deux cönes, les droites D, E 
coincident, et on a la surface particuliere de M. Cayley. 

Concevons en second lieu une droite D et un cöne de 2“ degre; les 
plans menes par D correspondent anharmoniquement aux plans tangens du 
cöne. Les droites, suivant lesquelles s’entrecoupent les plans homologues 
forment une surface gauche cubique, qui a pour droite double la droite donnee, 
mais qui, en general, admet une autre directrice recliligne. Cette surface se 
reduit a celle de M. Cayley, lorsque la droite D est tangente au cöne donne. 


Bl. 

6b. Je saisis cette occasion pour enoncer quelques proprietes de la 

surface gauche generale du 3" degre: proprieies qui ne me semblent pas de- 
pourvues dinteret. 

Soit m un point quelconque de la surface gauche cubique I, et m 


4 


le pöle de la generatrice passant par », relalif a la conique, suivant laquelle 


la surface est coupece par le plan tangent en m. J’ai demontre dans mon 
memoire deja cite *) que, si m parcourt la surface I, le pöle correspondant 


m' decrit une autre surface gauche cubique I’, et les deux surfaces I, I’ 


*) Atti del R. Instituto Lombardo, vol. II. 
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ont cette propriete que le tetraedre fondamental dont il a ete question a la 
fin du n°. 3 leur est commun. 

(Dans la surface gauche cubique partieuliere qui a une seule direetrice 
rectiligne, si m parcourt une generatrice, le pöle m’ decrit une droite qui 
passe toujours par le point cuspidal et est situee dans le plan tangent ä la 
surface le long de la droite double. Done, dans ce cas, ce plan considere 
comme l’assemblage de droites, en nombre infini. menees par le point cuspidal, 
est le lieu complet des pöles m’). 

On peut aussi obtenir la surface I’ de cette autre maniere. Soit M 
un plan tangent quelconque de la surface donnee &, et M’ le plan polaire 
de la generatrice contenue en M, relatif au 'cöne du 2° degre circonserit ä 
2 et ayant pour sommet le point de contact du plan M. Si ce plan glisse 
sur la surface &, l’enveloppe du plan M’ est la surface I. 

Un plan arbitraire P coupe la surface &° suivant une courbe du 3° ordre 
et de la 4* classe. Les pöles correspondans aux points de cette courbe se 
trouvent dans une autre courbe plane de meme ordre et classe, qui est lin- 
tersection de la surface Z’ avec un certain plan P’. En variant simultanement. 
les plans P, P' engendrent deux figures homographiques, dans lesquelles la 
surface =’ correspond a la surface I, et le tetraedre fondamental (n’. 3) 
correspond ä soi-meme. Voici la relation entre deux points homologues p, p' 
de ces figures: les plans tangens a > menes par p forment un cöne de 
4° ordre et 3° classe, et les plans polaires correspondans forment un autre 
cöne de m&me ordre et classe, eirconserit a >” et ayant son sommet en p'. 

Si le pöle m’ s’eloigne a linfini, la conique situee dans le plan tangen! 
en m a son centre sur la generatrice qui passe par ce point: done, par toute 
generatrice de la surface gauche cubique on peut mener un plan coupant la 
surface suivant une conique, dont le centre soit sur la generatrice. Les plans 
des coniques analogues lorment une developpable de 4" classe et 6° ordre, 
eirconscrite a la surface gauche donnee suivant une courbe plane. Le plan 
de cette courbe de contact est ce que devient P, lorsque P’ s’eloigne ä 
linfini, dans les deux figures homographiques mentionnees ci-dessus. 

- 


‘. 
doublement infini, suivant lesquelles la surface gauche cubique est coupee par 


Proposons nous cette question: parmi les coniques. en nombre 


ses plans tangens, y a-t-il des cercles? 
Toutes les spheres sont coupees par le plan a liinfini suivant un m&me 
cercle (imaginaire) constant; je le designerai par ©... Reciproquement, loute 
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surface de 2" ordre passant par le cercle C; est une sphere. Par consequent. 
toute conique plane ayant deux points a linfini sur C; est une circonference 
de cercle. 

Le plan a linfini coupe notre surface cubique gauche suivant une 
courbe Z; de 3" ordre et 4" classe, ayant un point double a l’intersection de 
la droite double. La courbe L; rencontre le cercle imaginaire C; en six points 
imaginaires situes, deux a deux, sur trois droiltes reelles. Soit R une de ces 
droites: soient &, @' les points (imaginaires) oü elle rencontre simultanement 
C; et L;; r le troisieme point (reel) ou AR coupe la cubique L;. La generatrice 
de la surface > qui aboulit en r determine, avec R, un plan tangent a la 
surface; ce plan coupe @evidemment > suivant une conique dont les points ä 
infini sont ®, ©’, c’est-a-dire, suivant un cercle. De meme pour les deux 


aulres droites analogues a R, done: 
Parmi les coniques planes inscrites dans une surface gauche du 3° degre, 


il y a trois cercles. 

Ces cercles se reduisent a deux seulement, lorsque le plan a lY'infini 
est Iui-meme tangent a la surface, c’est-a-dire, lorsque la surface a une 
generairice a linfini. 

S. Aulre question: par une generatrice donne de la surface cubique gauche 
peut-on mener un plan qui coupe la surface suivant une hyperbole equilatere? 

L’hyperbole equilatere est une conique dont les points a linfini sont 
conjugues harmoniques par rapport au cercle imaginaire C;. 

Soit a le point ou Ja generatrice donnece rencontre le plan a Tinfini. 
La question revient done a la suivante: Par un point donne a d’une cubique Z,; 
mener une droite qui rencontre L,; et une conique donnee C; en quatre points 
harmoniques. Ce probleme admet, comme on sait, trois solutions; done: 

Par toute generatrice d’une surface gauche cubique on peut mener trois 
plans qui coupent la surface suivant des hyperboles equilateres. 
| 9. Considerons maintenant les plans qui coupent la surface > suivant 


Ur 


des paraboles. 

_ Toute droite ab, ä linfini. qui soit tangente a la cubique L; en un 
point a, rencontre cette courbe en un aulre point b. La generalrice de 3, 
aboulissant a db, determine, avec la droite ab, un plan qui coupe la surface 
suivanlt une conique tangenle en a A la droite ab, c’est-a-dire, suivant une 
parabole; car une parabole nest autre chose quune conique ayant une lan- 


gente a linfini. 
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Par chaque point d’une courbe plane de 3* ordre et 4" classe, telle 
que L;, on peut mener deux droites qui touchent la courbe en d’autres points. 
Ainsi par toute generatrice de la surface gauche cubique on peut, en general, 
mener deux plans qui coupent la surface suivant des paraboles; je les nom- 
merai plans paraboliques. 

Tous les plans paraboliques enveloppent une developpable de 4" classe et 
6° ordre, eirconscrite a la surface donnee suivant une courbe gauche de 6" ordre. 

10. Toutes les coniques inscrites dans la surface I et situces dans des 
plans menes par une m&me generatrice ont un point commun: c'est le point ou la 
generatrice s’appuie sur la droite double. Par tout autre point de la generatrice 
passe une seule conique inscrite, dont le plan touche la surface en ce point. 

Les deux plans paraboliques (et par consequent leurs points de contact) 
passant par une meme generalrice donnee peuvent elre reels, imaginaires ou 
coincidens. 

Dans le premier cas, les points de contact des deux plans paraboliques 
determinent un segment fini sur la generatrice donnee; tous les points de ce 
segment sont les points de contact pour des plans tangens qui coupent la sur- 
face suivant des ellipses (plans elliptiques); tandis que tous les autres points 
de la generatrice sont les points de contact pour des plans qui coupent la 
surface suivant des hyperboles (plans hyperboliques). 

Dans le deuxieme cas, tous les plans menes par la generatrice donnee 
coupent la surface suivant des hyperboles. 

Dans le dernier cas, a l’exception d’un seul plan parabolique, tous les 
plans menes par la generatrice donnent des hyperboles. 

Il est superflu d’observer quiei on ne considere pas les deux plans 
tangens qu'on peut faire passer par la generatrice donnee et par Tune ou 
l’autre directrice rectiligne de la surface. 

11. Le point double d'une cubique plane de la 4° classe peut eire 
ou un point isole (conjugue), ou un node. Dans le premier cas. tout point 
de la courbe est linterseclion de deux droites rcelles et distinetes qui touchent 
la courbe en d’autres points. Dans le deuxieme cas, le point nodal divise la 
courbe en deux parties: l’une de ces parties contient le point (reel) d’iinflexion. 
Par chaque point de cette parlie (et par aucun des points de l’aulre) on peut 
mener deux droites reelles qui touchent la courbe ailleurs. 

La eubique ZL; a un node ou un point isole suivant que le point a lin- 
fini de la droite double est l’intersection de deux generatrices reelles ou 
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imaginaires. En appliquant ces considerations aux divers cas oflerts par les 
surfaces gauches du 3° degre, on obtient les resultats qui suivent. 

1°. Surface gauche du 3° degre avec deux points cuspidauxr reels. 
Ici il faut distinguer deux cas possible. Nommons a, b les points cuspidaux. 

a) Dans chaque point du segment fini ab (et dans aucun aultre point 
de la droite double) se croisent deux generatrices reelles. Dans ce cas, par 
chaque generatrice de la surface passent deux plans paraboliques reels. 

b) Les generatrices reelles se croisent, deux a deux. exclasivement 
sur les deux segmens infinis de la droite double, dont Jun commence en a, 
et l’auire en b. Dans ce cas, par toule generalrice appuyce sur un des 
seemens infinis, passent deux plans paraboliques reels; tandis que tous les 
plans menes par les generatrices appuyces sur laulre segment infini sont 
hvperboliques. Dans ce m&me cas, il y a deux generalrices (reelles) paralleles 
a la droite double; par chacune de ces deux generairices passe un seul plan 


parabolique. 
2°. Surface gauche du 3° degre sans points cuspidaux reels. Tout 


7 


point de la droite double est lintersection de deux generatrices reelles: deux 


plans paraboliques reels passent par lune d’elles, aucun par lautre. I ya. 


aussi dans ce cas, deux generalrices (reelles) paralleles a la droite double; 
par chacune de ces gencralrices passe un seul plan parabolique. 

Voila les seuls cas possibles de la surface gauche cubique generale, 
c. a. d. de celle qui a deux direelrices rectilignes distinctes. Venons main- 
tenant au cas parliculier de M. Cayley. 

3°. Surface gauche du 3° degre avec un seul point cuspidal. La 
droite double, dans chacun de ses points, est rencontree par une generalrice 
(reelle). Le point cuspidal divise Ja droite double en deux segmens infinis. 
Deux plans paraboliques reels passent par toute gen6ratrice appuyce sur 
l’un de ces segmens; aucun par les generatrices appuyees sur l’autre segment. 
Il y a une generatrice parallele a la droite double: par cette generatrice 
passe un seul plan parabolique. 

Il serait maintenant bien facile d’etablir les modifications que ces re- 
sultats subissent dans les cas oü le plan a linfini aurait une posilion particuliere 


par rapport a la surface; jen laisse le soin au lecteur. 


Bologne, 1” septembre 1861. 
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Ueber die Anziehung einer von zwei ähnlichen 


Klächen zweiten Grades begrenzten Schale. 
(Von Herrn Mehler zu Frausfadt.) 


D:s Problem der Attraclion der Ellipsoide, welches für den Fall des 
Newtonschen Geselzes von den Mathematikern auf die verschiedenste Weise 
behandelt worden ist, ist von Dirichlet vermöge der Methode des discontinuir- 
lichen Factors *) bekanntlich auch für den allgemeineren Fall gelöst worden. 
dass die Anziehung der p“" Potenz der Entfernung umgekehrt proportional 
ist. Die Formeln sind nur für den Fall entwickelt, dass p zwischen 2 und 3 
liegt; aber es findet sich. wenn auch ohne jeden weiteren Zusatz. die Be- 
merkung. dass auf diesen Fall sich alle übrigen zurückführen lassen. Ebenso 
wenig wird es Dirichlet entgangen sein. dass seine Methode auch ausreichte. 
um die Anziehung von Körperschalen zu berechnen. deren Grenzflächen von 
zwei ähnlichen Flächen zweiten Grades irgend welcher Art gebildet werden. 
Wiewohl nun in der angeführten Abhandlung eine Ausführung dieser Punkte. 
als dem Zwecke derselben fremd, unterblieb. so scheint mir eine solche doch 
nicht ohne einiges Interesse zu sein, sowohl wegen der sehr einfachen Re- 
sultate. welche für das Ellipsoid, wenn p eine ganze gerade Zahl ist. sich 
ergeben, als auch darum, weil die Anziehung der hyperboloidischen und der 
hyperbolisch-paraboloidischen Schalen. auch wenn das Newtonsche Gesetz 
gilt, einen wesentlich verschiedenen Charakter hat von der der ellipsoidischen 
und der elliptisch - paraboloidischen **). 

In der Rechnung schlug ich ursprünglich ganz den von Dirichlet an- 
gegebenen Weg ein, wobei sich die verschiedenen Fälle sehr bald von ein- 
ander trennten. Durch eine geringe Modification derselben gelangte ich jedoch 
zu einer Formel, welche alle von Flächen zweiten Grades begrenzte Schalen 
zugleich umfasst, und woraus sich für jeden besonderen Fall die zweckmässig- 
sten Formen mil Leichtigkeit ergeben. Ausserdem selzte ich ein elwas all- 


semeineres Anziehungsgeselz voraus, welches alle möglichen Lagen des an- 





*) Abhandlungen der Berliner Akademie, Jahrgang 1839. 
*#) Diese sind von Bourget nach der Chaslesschen Methode behandelt worden. 
(Liouvilles Journal, zweite Reihe, Bd. II und III). 
Journal für Mathematik Bd. LX. left 4. 41 
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gezogenen Punktes auf eine merkwürdige Weise mit einander verknüpft und 
zugleich ein äusserst einfaches Mittel an die Hand giebt, um aus den Formeln 
für ein gegebenes p die entsprechenden für ein um zwei Einheiten grösseres 


herzuleiten. 
Um den Gang der Rechnung nicht zu unterbrechen, schicke ich fol- 


sende Bemerkung über den Gebrauch der Bruchpotenzen mit imaginärem Ar- 
sument voraus. Wenn 7 nicht negativ ist (und nur dieser Fall kommt vor), 
so ist (7T-+%i)” definirt durch die Gleichung: 
. F\ 
/ I * A? in inarctz (—) 
(+) = (TH) e r 
worin der arelg zwischen — 4 und 47 zu nehmen ist. Danach ist, je nach- 


dem 4 >0 oder $<V: 


nı ‚na 


pi s -i- 
(H”=Ne’, odr ("= (—I’e °’, 


and es gelten die Formeln: 


Entwicklung der allgemeinen Formel. 
Die Gleichungen: 


FaIS +2un +5 = N, 


= +-Ris, +2un, +2L, — k, 


in welchen stets A<Z%k genommen werden mag, stellen je nach der Be- 
schaffenheit der Constanten «, 5, z, #4, u, v zwei ähnliche und ähnlich lie- 
sende Flächen zweiten Grades irgend . welcher Art dar. Wir denken uns den 
zwischen beiden enthaltenen Raum mit homogener Materie angefüllt. Setzt man: 

y° as 

-—+—+2ir+2uy+Rrz = u, 

Pi 
so ist die Ungleichheit: 

2.) h<zu<k 

die Bedingung dafür, dass ein Punkt (x, y, z) der Masse der Schale angehöre. 
Die Coordinaten des angezogenen Punktes seien «, b, e und r seine Entfernung 


von (w,9,2), so dass: 
"+(e-3)} 


a—z)’+(b—y 
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Wenn ein in (x, y,3) befindliches Massenelement dm den Punkt (a,b, ec) mil 
1 dm 





SIT das Potential der Elementaranziehung. 


Nimmt man statt dieser beiden Ausdrücke die allgemeineren: 


l ’ 
der Kraft Fr anzieht, so ist 


r dm En 1 dm 
(+ w)itrt)) p—Il(r’ + or? 





worin © eine nicht negative Constante bedeutet. so ist das Potential T der 
(Gesammtanziehung der Schale, die Dichtigkeit der Materie gleich 1 voraus- 


(3.) T — N: re ” 


Die Integralionen erstrecken sich auf alle Werthe von x, y. =, welche der 


geselzt: 


Ungleichheit (2.) genügen. Man kann indessen alle drei Integrationen zwischen 
den Grenzen —x und x vollziehen. wenn man die Funelion unter den In- 
tegralzeichen zuvor mit einem Factor multiplieirt, der sich auf 1 redueirt. 
wenn a zwischen k und %, dageren auf 0. wenn # ausserhalb dieses Intervalles 
liegt. Ein solcher Factor ist nach dem Fourierschen Salze das Doppelintegral: 


f cosple—u)de, 


zT. 
0 





dessen Werth gleich ist dem reellen Theile des einfachen Integrales: 


n Rn -upif „hi ‚kapi\ dy 
n e (€ — ( ä gr ii 
‚L. / 





Also ist: 
as ) ® gi Ba en) Ip Er E #3 eg! — 
T — Reel: ee} J (e ) er: 


vorausgeselzt, dass der Zusatz Reel: vor irgend einem Ausdrucke bedeutet. 
dass von demselben nur der reelle Theil genommen werden darf. Ersetz! 
man jelzt die Potenz von r’+-@ durch ein bestimmtes Integral vermittelst der 
für jedes die Einheit übersteigende p gültigen Formel *): 


1 1 iu {r*>_} / a 2 
(ro): -D EN pl \ Se v2 n "dıy, 
” gi w () 2 Zn m . 
) 


.. 2 j r . ( e 
führt darauf für « und r? ihre Werthe ein. und setzt noch w: so sind 
; e s 


die Integrationen nach x, y, z, 9 nach einander ausführbar, und man erhält, wenn 








*) Diese Substitution weicht ab von derjenigen, welche Dirichlet anwandte. 


41 * 
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Als) = - (14 )(45 si (4), 


: ‚ a’+2iaa — ee asi , b’+2ußb— u’ßsi ce +2yvye— v’ysi 
Eee ih RE ae Here 





gesetzt wird, 
p 
u RE 2 mi ds er — (flo) — kit) 
1. ar(?*") / IS) 2 ) J 


Diese Formel gilt ihrer Herleitung gemäss, wenn ® —>0 ist, und man von 
dem Falle absieht, dass mehrere der Grössen «, P, 7 uupdlich grosse Werthe 
haben, für jedes p, das —2 ist; wenn aber = ist, in welchem Falle die 





_ 


Function unter dem Integralzeichen für s=0 unendlich gross wird, so muss 


p zwischen 2 und 4 enthalten sein. 

Wollte man die rechte Seite der Gleichung (4.) unmittelbar auf ihren 
reellen Theil redueiren, so würde man eine zwar alle verschiedenen Fälle 
umfassende. aber sehr uneeschickte Formel erhalten. Man muss daher den 


4 » . 5 $ 
Ausdruck des T zuvor passend transformiren. Schreibt man statt des In- 


tegrationsbuchstabens s, indem man unter t eine positive Zahl versteht, so wird: 


er, 








— Reel: g:(7=V 
hr (14 a :) (t+ 5) ( (1- =) 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist constant für jedes reelle positive von 
Null verschiedene t, und sie bleibt einwerthig, stetig und endlich, wenn statt t 
eine imaginäre Zahl 7-+%9:; mit positivem reellen Theile 7 gesetzt wird. Daher 
ändert sie nach bekannten Sätzen ihren Werth auch nicht, wenn man t= 7 +9 
selzt, und man darf sogar 7 = O nehmen, wenn das Integral bis = 0 inclusive 
stetig ist. Dieses ist aber, wie sich leicht in aller Strenge nachweisen liesse, 
immer der Fall, sobald nur das Integral für ©2=0 noch einen Sinn behält. 
Unter dieser Voraussetzung darf man insbesondere t=i und t= —i nelmen. 


und man erhält . wenn man: 





ı - + 2laa — Mas, b’ H2upb — u Ps ce +Rvye— v?ys 





Re an ir r 


@-—-$ m $ Y r$ 


a+2iau-+has , b’+-2upb--u"fs 1 "+2vye-+v’ys 





u-—S$ 8 u. Y 2. 





setzt. für T die beiden in der Form nicht unwesentlich verschiedenen Aus- 
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drücke: 





(S-Mil-#— (Ss mil-W) 





(6.) T=BReel: 





=; 
ET] pas fieset 











7 Eee 
(6..) T = Reel: ya r(2.-2) at Di ee hir — |(S' Mil ” 





Part 0 | e. IT s Jul s 2 
21 2 ) (- 1); E 1): c 1)i] 
Wenn man diese Ausdrücke auf ihre reellen Theile redueirt. so nehmen die 


Integrale keine complicirtere Gestalt an; aber jetzt trennen sich die Fälle 
der ellipsoidischen und der hyperboloidischen Schalen von einander. 


S. 2. 
Ausdruck des T für ellipsoidische Schalen. 


Wenn die Grössen o, 


‚y alle drei positiv sind. so stellen die Glei- 
chungen (1.) im Allgemeinen, d. h. sofern keine jener drei Grössen unendlich 
gross ist, zwei ähnliche Ellipsoide dar, von denen das erste vom zweiten 
umschlossen wird. Die Halbaxen derselben werden erhalten. wenn man 
ye, yP, yy resp. mit den Quadratwurzeln aus: 


Rat B4ry ud k4Rat Hr 


multiplieirt. woraus beiläufig folgt, dass diese Grössen gleichfalls positiv sein 
müssen. Die Gleichung (6.) verdient hier vor (6'.) den Vorzug und liefert: 


3 2 ar | | 
7 ıT. g.s! -Ip N Ss 2 Sp +7. g.gl Ipf S 2 1, 

Migräne ETF FRE NT | 
f p-1 ] 7 | 


n? 
27 ( 5 )r(-#) | : 


Hierin ist: 


4= VHS), 


es muss p <6 sein, und es bedeuten o und o die positiven Wurzeln der 





Gleichungen vierten Grades: 
8.) S=h und S=#A. 


\ 
Da diese Wurzeln, wenn & >>0, für jedes a, b, e exisliren. so gilt der 
Ausdruck (7.) gleichmässig für jede Lage des angezogenen Punktes. und erst, 
wenn ®@=0 gesetzt wird, nimmt er für die verschiedenen Lagen eine wesent- 


lich verschiedene Form an. Nimmt man zunächst & unendlich klein und be- 
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zeichnet durch E den Werth von s-— für s=0, so dass: 


E — rg + 2ia+ 2ub-+2ve, 


so haben die Gleichungen (8.) je eine unendlich kleine Wurzel, nämlich: 


(9.) P=,— und =; 

aber diese dürfen nur dann als die wahren Werthe von o und © betrachtet 
werden, wenn sie positiv sind. und im entgegengesetzten Falle treten an ihre 
Stelle die endlichen positiven Wurzeln der kubischen Gleichungen, welche aus 
(8.) für o=0 hervorgehen. Daraus folgt leicht, dass für einen Punkt im 
Innern des kleineren Ellipsoides o und o beide zugleich mit & sich auf Null 
reduciren. für einen der Masse angehörigen Punkt dagegen nur o, und für 
einen äusseren Punkt keine von beiden. 

Es bedarf keiner Ausführung, wie die Formel (7.),. indem man für 
ce, 9, y auch unendlich grosse Werthe zulässt, auf Schalen angewandt werden 
kann. welche von congruenten elliplischen Paraboloiden oder von ähnlichen 
elliptischen oder congruenten parabolischen Cylindern, oder selbst von zwei 
oder einem Paare paralleler Ebenen begrenzt sind, und es mag nur in Betreff 
des Umfangs ihrer Gültigkeit bemerkt werden, dass T bei den paraboloidischen 
und elliptisch-evlindrischen Schalen unendlich gross ist für y=2. bei den 
parabolisch-eylindrischen für p 214, und bei den von parallelen Ebenen 
begrenzten Platten für » 3. Die Ausdrücke für die Altractionscomponenten, 
welche, wenn p <{4, aus (7.) durch blosse Dillferentiation unter dem Integral- 
zeichen nach a, b, ce hervorgehen. könnten auch auf directem Wege gefunden 
werden. und es würde sich dann zeigen, dass sie in den erwähnten drei 
Fällen noch resp. bis zu den Werthen p=1, 14, 2 exel. Gültigkeit haben. - 
In den beiden folgenden Paragraphen werden der Einfachheit wegen nur von 


wirklichen Ellipsoiden begrenzte Schalen betrachtet werden. 


$. 93. 
Der Fallp=4. 


Indem man 7, u, v=0 setzt, erhält man als Gleichungen der beiden 


ähnlichen Ellipsoide: 
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Die Formel (7.) nimmt für p=4 die einfache Gestalt an: 


(10.) T wur if —  — — 
> u. E. S 
Vera) 


[4 








Nun haben für ein unendlich kleines »&, wenn der Punkt im inneren hohlen 
Raume liegt, oe und o die in (9.) befindlichen unendlich kleinen Werthe: also 


wird in diesem Falle: 


do.) T=3alog(2) = 3alog(F=#), 


worin: 


Ist der Punkt ein äusserer. so sei A=0, so dass die Schale in ein volles 
Ellipsoid übergeht. Dadurch wird o=x,. es ist o die endliche positive 


Wurzel der Gleichung: 





are '#fe'yro 


und: 











| rn Is 
10”. T — ?2nYeh EEE. sa 
1. java syaL9@+9QG+S 


0 


Aus den Formeln (10'.) und (10”.) und den (rein algebraischen) Ausdrücken. 
welche sich daraus für die Attractionscomponenten ergeben. erkennt man, dass 
für eine umgekehrt proportional der vierten Potenz der Entfernung wirkende 
Anziehungskraft die folgenden einfachen Sätze gelten: 

Die Anziehung einer homogenen, von ähnlichen Ellipsoiden begrenzten 
Schale auf einen Punkt des inneren Raumes ist normal auf dem durch diesen 
Punkt gehenden, den gegebenen ähnlichen Ellipsoide. Für verschiedene Punkte 
derselben Gleichgewichtsfläche ist die Resullante umgekehrt proportional dem 
Abstand der zugehörigen Tangentialebene vom Mittelpunkt. 

Die Anziehung eines homogenen Ellipsoides auf einen äusseren Punkt 
ist normal auf dem durch diesen Punkt gehenden, mit dem gegebenen homo- 


focalen Ellipsoide. Für verschiedene Punkte derselben Gleichgewichtsfläche 


ist die Resultante direct proportional dem Abstand der zugehörigen Tangential- 


ebene vom Mittelpunkt. 
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$. 4. 
Der Fallp>4. 


Man kann den Fall, wo p den Werth 4 überschreitet, sowohl wenn 
o>>0, als auch wenn es =0 ist, auf den, wo p zwischen 2 und 4 liegt, 
zurückführen vermöge eines Verfahrens, das auf Körper von beliebiger Ge- 
stalt anwendbar ist. Bedient man sich, um die Werthe des T für denselben 
anziehenden Körper und denselben angezogenen Punkt, aber verschiedene 
Werthe des p von einander zu unterscheiden. der Bezeichnung: 


7 ß 1 5; dm n u; ger 1 4 dm 
PT p—1J/ Ftojanı TO PH1/ + ojierd 


und es findet die Relation Statt: 


11) T 


pi 


Somit ist für jede ganze positive Zahl x»: 
; . “Gau 2 7 
N l I’) T ’n — \ —1)" Ze) a u A E 
i ’ ER? ‘ p-A -. 


wodurch die beabsichtigte Zurückführung erreicht ist. Nun ergiebt sich aus 


oa" 


(7.) für ein volles Ellipsoid mit den Halbaxen yek, y/k, yyk die übrigens 


noch bis p=6 exel. gültige Formel: 
7: 


T,= 5 Br (3-2) 
»7(247) 7(3- 


worin: 


i “ ds.s 
=f 


| RE 2 
12) k-2I-.2.2. 0 


ato ß- 


und die Gleichung (11’.) liefert: 


ar(e+2 ini Dre 


Da es nicht erlaubt ist, die »fache Differentiation nach & unmittelbar unter 
dem Integralzeichen zu verrichten. so ist V zuvörderst zu transformiren. 
Denkt man sich s durch eine neue Variable © ausgedrückt vermöge der 


Gleichung: 
a’ b’ 6 


13.) En nn re wire 1 
U.) @--$ A-+s y 8 b) 
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so wird: 


1 ds 
= / de (e— w).— —. 
: \ 4 s4I dr 


[#7 


Durch theilweise Integration erhält man: 


, .- n»— wWy-3r d 1 ds‘ 
J exe J Ph) Bw) EARR:- ei 
. de p dv > dr ) 





“ 3 E 
2 
Also ist: 
oV RR u u. © 1 ds 
— “le — ww) #7 —| —- ). 
00 : x ) de sd dv 
und allgemein: 
o"V FF 2 1 ds 
—— = de (c— wo)‘ Ir —_( — ). 
oWw" . \ ) de” \sJ =) 
Man hat also: 
j (— I)" ri “ 1. de /A1 ds 
14.) Tr IIIENEIEN PEDNR. Wine JE — -/ de (e — un)" Ir —( _ )- 
wer r{3 _PN\“ de” \s.I dr 
2 2 


Man könnte jetzt © wieder durch s und die Differentiationen nach © successive 


durch solche nach s ersetzen. Für p=4 wird die Integration ausführbar. 


R To 2s 
7 +3) Ldo"! s4 de/Io=-w 


und man erhält: 





Setzt man: 


ds u 
S 7 Fee F(s). (tT constant). 
so geht die obige Gleichung über in: 


(1173 ( d" F(s) ) 
("=w) 


de” 





T 
+42 2l'(n | 3) 


Man kann diesem Ausdruck eine passendere Gestalt geben. wenn man F(s) 
nach Potenzen von e—w entwickelt. Bezeichnet, wie bisher. o die positive. 
und sind o,. 9%, 0, die drei negativen Wurzeln der Gleichung (12.). so lässi 
sich die Gleichung (13.). nachdem von beiden Seiten & subtrahirt ist. in der 
Form schreiben: 


k(s—0)(s—0,)($— 0,)(s— 0,) 


CH)EC+AMCHN 





oder wenn 





1 SH)ECHAGCHN). _ fis) 
k (s—0,)($— 0,)(s— 0,) (8) 
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gesetzt wird: 
s = 0-+ fis).( (® —®). 
Vermöge der Lagrange'schen Formel Ha hieraus. 
v N —1 
F(s) = F(0)+ 2 x  @-w” OTFlo)e flo)” 
dor-i 


[* F $s) = IF "(0) ( Ka) " 
dor /u=0) 00"- 
Substituirt man diesen Ausdruck und setzt für F’(o) und f(o) ihre Werthe 


ein. so erhält man: 


. AH near ir, 
4420 ° rag en | 


4 15) c 00" 
"In rm =) 





(0 — 0,)(0 — 0,)(0 — 0,)j" 


Diese Formel gilt für einen der Masse angehörigen Punkt ebenso, wie für einen 
äusseren, und die Differenz zweier Ausdrücke der nämlichen Form würde das 
Potential einer ellipsoidischen Schale gleichfalls für jede Lage des angezogenen 
Punktes darstellen. Allein, wenn man dann &=0 setzt. d. h. die Anziehung 
proportional der (—4— 22)" Potenz der Entfernung werden lässt, so wird T 
für einen Punkt in der Masse der Schale. wegen 5 = 0, unendlich gross, und 
erscheint unter der Form © — x für einen Punkt der inneren Höhlunge. Wir 
benutzen bei diesem Anziehungsgeselz die Gleichung (15.) nur für ein volles 
Ellipsoid und einen äusseren Punkt. Es redueirt sich dann eine der negativen 
Wurzeln der Gleichung (12.). z. B. o,, auf Null, und wenn man ausserdem 


SN\ 


5) 


k--1 nimmt. durch M die Masse des Ellipsoides bezeichnet und für I(n- 
die bekannte N setzt, so wird: 

RN . -2) IE 0 ı(o+a@)(0 +P)(o ’)y 

ER) Inn = Ka 2n--3) we So Pas rAmr 5)" I 

Denkt man sich durch (a, b,c) die drei orthogonalen Flächen zweiten 
Grades gelegt, welche mit dem gegebenen Ellipsoide homofocal sind, und 
nennt P, P,, P, die vom Mittelpunkt auf die drei Tangentialebenen in (a, b, ec) 
gefällten Lothe, so dass z. B.: 
m: ee 
arte (Br re 
so sind, wie man sich leicht überzeugen wird, die Ausdrücke 


2P ar ' 2P, en 2 R 2P; 


1 


P= 


’ 


Typen 
00, 
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gleich den Projeetionen der Resultante der Anziehung auf die Normalen jener 
drei Flächen. 

An die Stelle von (11.) tritt, wenn & = 0 ist und (a,b. ce) nicht der 
Masse des anziehenden Körpers angehört, die foleende leicht zu verifieirende 
Relation: 


( )2 A ( )2 T c \2 T \ 


> [4 1 
16.) Be m —( i p | P.\, 
R Ada (p -2)(p 1) ca’ ob? oc” ) 
Wir wenden dieselbe an auf die allgemeine Bestimmung des Potentials einer 
ellipsoidischen Schale auf einen Punkt des inneren hohlen Raumes. Für diesen 
Fall erhält man aus (7.): 


3 


.. nt: > ı. K’:3r?— HM 
Fr » \ / ds. g' ar a 
2 2 2 (2 p \ 
ER 3, 1 7 
worin 
2 2 . 
2 a b ce 
K — IR — — ” 


@-+-S$ P+Ss y+s 
und AH aus K durch Verwandlung von k in h hervorgeht. Hier ist es erlaubt. 
die Differentiationen nach a, b, e unter dem Inteeralzeichen vorzunehmen. 


Nun findet man durch wirkliche Differentiirune: 


(2. n 4 


Folglich ist vermöge (16.) zunächst: 


© K“ 5? o’K? 23? oO’K’ar oO /K'-ı: 
ER ARTEN u 


ob? oc 





I = (3). 


und durch fortgesetzte Anwendung desselben Verfahrens findet man: 














(14'.) Im = ur J as # er hp n 
r(?Z rn -)r(2-2)0 (Es 


Die Integration wird ausführbar, wenn man p=-2 setzt. Schreibt man gleich- 


zeitig a+1 an die Stelle von n, so ergiebt sich: 
R ..GMtn 0 /K=—H 
(45°.) Turn = 1.3...(2n +3) 08” ( nd ki 0 


Es ist offenbar. dass dieser Ausdruck. nachdem die Differentiation vollzogen 








und s 0 gesetzi ist, die Grössen a, b, ec, @«, %, y nur in rationalen Ver- 


42 * 
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bindungen enthält. — Vermöge der Formeln (15”.) und (15’.) hat man also 
das folgende einfache Resultat: 

Wenn die Anziehung umgekehrt proportional der 6”, 8", 10" 
Potenz der Entfernung ist, so ist die Potentialfunction einer von zwei ähn- 
lichen Ellipsoiden begrenzten Schale eine algebraische Function der Coordinaten 
des angezogenen Punktes, und diese Function ist rational oder von den Wurzeln 
zweier ceubischen (Gleichungen abhängig, je nachdem der Punkt innerhalb des 
von der kleineren oder ausserhalb des von der grösseren Grenzfläche um- 
schlossenen Raumes liegt. 

Allgemeine Formeln für die hyperboloidischen Schalen. 

Um die hyperboloidischen Schalen und die, welche als Grenzfälle der- 
selben, aber nicht als solche der ellipsoidischen, betrachtet werden können. 
zu erschöpfen, genügt es, dass man eine der drei Grössen «, , y, 2. B. y. 
negaliv nimmt, oder, was dasselbe ist, —y an die Stelle von y schreibt. Man 
darf ferner, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, stets &>P und u=v—0 


annehmen. so dass die Gleichungen (1.) übergehen in: 


- + 218 =. h, 
i (k—-h>V0). 
ß 
Wenn dieselben zwei wirkliche Hyperboloide darstellen, so sind die CGoor- 
dinaten des Mittelpunktes beider: —4e, O0, 0. und die Quadrate ihrer Halbaxen 
werden erhalten, wenn man «e, 5, y respective mit A+4« und k-+4‘« mul- 
tiplieirt. Sind nun die letzteren Grössen beide positiv, so sind die Hyperboloide 
offenbar beide einfach; sie sind beide zweifach, wenn jene Grössen beide 
negativ sind; und das erste ist zweifach, das zweile dagegen einfach, wenn 
h+Aa<0,. aber k+4a>0. Im letzten Falle sind die Hyperboloide zwar 
nicht ähnlich im gewöhnlichen Sinne des Wortes; aber sie haben, wie in den 
beiden anderen, denselben Asymptotenkegel, und die allgemeinen Formeln 
selten auch für die von solchen Flächen begrenzten Schalen. Wird «= x. 
so entstehen aus zwei einfachen Hyperboloiden zwei congruente hyperbolische 
Paraboloide, und it «=» und A=0, so ist die Schale begrenzt von ähn- 
lichen hyperbolischen Cylindern. — Setzt man 


ı % ” Y 
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so liegt, wenn Ak —-G@<Z0 und k—-G >>0, der Punkt (a, b,e) in der Masse 
der Schale. Wir werden sagen, er sei ein innerer, wenn h—-G 0, und 
er sei ein äusserer, wenn k—@<Z0. Hiernach gehört der Mittelpunkt, für 
welchen @ = — 4, bei den einfach-hyperboloidischen Schalen dem inneren 
und bei den zweifach-hyperboloidischen dem äusseren Raume an. Bei den 
hyvperbolisch-paraboloidischen Schalen lässt sich ein solches unterscheidendes 
geomelrisches Merkmal nicht angeben, indem z. B., wenn 9 =, die hier als 
innerer und äusserer bezeichneten Räume einander eongeruent sind. 


Die Function S in (D.,. welche jetzt übergeht in: 





oo , a +24aa—Has b’ e’ 
SS = — a > a h . 
$ s+a s+-P  s—y 
nimmt mit wachsendem s continuirlich ab, ausser an den Stellen s 0, —,0,Y, 


an welchen sie plötzlich von —x auf +» überspringt. Sie durchläuft also 
alle Werthe von + bis —»x in jedem der Intervalle: —a bis -9. 7 
bis 0. O bis y, y über tx bis —e. Die Gleichung 

Ss—-h=0 


hat also stets vier reelle Wurzeln, welche o,. ®. o,. 0, heissen mögen. und 
die Rangordnung derselben wird, je nachdem — h— 40, der Werth des 8-4 
für s= tx, negaliv oder positiv. d. h. je nachdem die innere Grenzlläche 
ein einfaches oder zweilaches Hyperboloid ist. bestimmt durch die erste oder 


zweite der folgenden Ungleichheiten: 


nu R u 0; - nd PR 5 < Er 0, _ Ü Be 4 5 9, zZ 
— 9 <T 0,° - U - 05° — 02° 0: 0° 7- 


Für ein unendlich kleines » hat eine der Wurzeln den unendlich kleinen 
Werth ur welcher positiv ist für einen inneren, negaliv für einen äusseren 
Punkt. Daher hat man. wenn ® = ist. zu selzen: 

0 = für einen inneren, aber 9 = 0 für einen äusseren Punkt. 
(sanz ebenso ist das Verhalten der Wurzeln o,. 0. 9,. 9, der Gleichung 

Ss—k=Q. 

und es ist zu bemerken, dass jedes o kleiner ist, als das demselben Inter- 
valle angehörige o. 

Unter Berücksichtigung dieser Bemerkungen lässt sich die Reduelion 
der beiden für T gefundenen Ausdrücke (6.) und (6.) auf ihren reellen Theil 
ohne Schwierigkeit vollziehen. Aus dem ersten erhält man. wenn man das 


Integral in zwei andere mit den Grenzen O und 7, y und x theilt, für ein 
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zwischen 2 und 6 enthaltenes p: 


n? 


IE ip(h—S 
. J 


i 


E 


Hierin ist: 
fi: pP RT chen . = u; — )(1- ZW . 
; j ö # BANN Y 


dem zweiten Bestandtheile sind die Zeichen -- und — so zu wählen. dass 
+ S- Ah) und +(5—%) posilive Werthe erhalten. und die Coeffieienten & 
und © haben die Werthe —1 oder cos!r(p—2). je nach dem das Zeichen 4 
oder gilt. Hiernach ist bei den zweifach-hyperboloidischen Schalen durch- 
weg e -& = —1, während bei den einfach-hyperboloidischen resp. mit s — o, 

und s = 9, für & und € der Werth cos4x(p—2) eintritt. 
Für die Attraclionseomponente A ergiebt sich. wenn p< 4 ist, aus 

der Ausdruck: 
os 


3 ARE 


n? ®) 
ee u A (k- ne f 


> 


nz 0] 





Yrı r( a u . Ki 
‘ ! p 
or(P- > Ju (1 . 


Darin sind d und Ö’—1 zu setzen, wenn das Zeichen +, und — cos! (p—2). 
wenn das Zeichen — gilt. Die Ausdrücke für B und C gehen aus dem der 


oS . 7 j 
Componente A hervor durch Verwandlung von —— -. —, und 
u oa ob de 


die Werthe dieser drei partiellen Differentialquotienten sind: 


2(a--)e) 2b 2c 
tu ° 24! Fr 
Der zweite Ausdruck des T liefert für die von zwei einfachen Hyper- 


boloiden begrenzten Schalen die Formel: 
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T— n? Er ds. s!"3r? (S'—h)?3P / Pds.sttr (Sky ir| 
or( P7 5 P\\J 4, . 4, 
Pr ar(P} ) 1(3 ern. Mr 


De 


Hierin ist: 


4, = YI-3)(1-3)(+2) 4=-VAa-9G-N044) 


w a‘ 1 2kaa -Aas b’ c” 


S | 
ns — . — nn - - — . - . 
a i T ) , “ 
ar > 
« 


$ B—$ 


und in dem letzten Integrale ist für &, resp. €, 1 oder cos!rıp zu setzen. 
je nachdem S’—h, resp. S’—%k, negativ oder posiliv ist. so dass die Function 
unter dem Integralzeichen in den drei Intervallen 3 bis —o,. —o, bis - ©,, 

; bis @ nicht einerlei Form hat. — Sind die Grenzflächen zweifache 
Hyperboloide, so kommt wegen des abweichenden Verhaltens der Funetio- 
nen S—h und S—%k in dem Intervalle von s-« bis s=x zu dem Ausdruck 
des T noch als dritter reeller Bestandtheil hinzu: 


n? / ” ds.s!=3r7 (S'—h)?3P (” ds.s'r(S’—k)?tr| 
nt ms = a6 £ E25 2 WE aM / - : 

D) N \ ’ 
oT‘ pP ! 1 in B.\ , I . A, 

2 1 a a I \ «) E ) 0 u UT | 


worin: 


und es müsste wiederum das letzte Glied dieses Or Theiles fortfallen. wenn 
das äussere Hyperboloid ein einfaches, das innere ein zweifaches wäre. 

Für die Attractionscomponente A der einfach -hyperboloidischen Schalen 
ergiebt sich aus (17'.): 


os’ \ oS' 
RE ı | FR ae 7 Ze | 


n? p ds.s! Ir — 
a 2 on oa Fi; | a 
2r( r -)T(2- Sf B- h)z? J A,($' - k)3P 1 | 
er) 


ar(eH 





(18'.) 

„89 ( SIFS-Wr— I [FM] 

re I[+(S'—h)] _ Er) 
(G-2)4 \ 
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worin Ö, resp. 0’, 1 oder —cos}rp bedeutet, je nachdem S’—h, resp. S’—k, 
negativ oder positiv ist. — Die bei den anderen Arten von Schalen hinzu- 
kommenden Glieder sind leicht zu ergänzen. 

Für p=2 wird in den Ausdrücken des 7 der Factor rn 2) un- 
endlich. während das damit multiplieirte Integral einen endlichen Werth hat. 
Daraus folgt. dass beim Newtonschen Anziehungsgeseize das Potential der 
hvperboloidischen Schalen unendlich gross is. — Die Formeln für die At- 
iraclionscomponenten gelten ihrer Herleitung gemäss nur. wenn p zwischen 
2 und 4 liegt. Hätte man aber A direct derselben Behandlung unterworfen. 
wie T, so würde man genau dieselben Ausdrücke auch für ein zwischen 0 
und 2 gelegenes p erhalten haben. Allein dieses Resultat muss wenigsiens 
theilweise als unrichtig bezeichnet werden, wie das folgende Beispiel erläutern 
wird. Betrachten wir bei einer zweifach-hyperboloidischen Schale nur den 
einen ihrer beiden gesonderten Theile: die Potentialfunelion und die Resultante 
der Anziehung werden. wenn (a,b,c) im Mittelpunkt liegt und » = 0 ist. 


dargestellt durch die beiden dreifachen Integrale: 


1 | m d Pi cos®#.dm 
rn 0 Bun nn 





wo #7 den Winkel bezeichnet. den eine vom Mittelpunkt nach einem Punk! 
der Masse gezogene Gerade mil der Z-Axe bilde. Da nun cos immer 
endlich und von einerlei Vorzeichen ist. und das ersie Integral unendlich ist 
für »y— 2. so muss das zweite Integral und folglich die Anziehung unendlich 
gross sein für p—— 1. Daher muss die Gesammtanziehung beider Theile der 
Schale als unbestimmt gelten. Die Formeln (18.) und (18.) können folglich 
nur für » -1 und 4 Gültigkeit haben. wiewohl im Verlauf der Rechnung 
sich nur die Beschränkung p>0 und <_4 ergeben würde. Dieser scheinbare 
Widerspruch erledigt sich durch die Bemerkung, dass bei einem vielfachen 
Integrale die Reihenfolge der Integration nicht gleichgültig ist. wenn die Grenzen 
unendlich gross und die Elemente desselben theils positiv Iheils negativ sind. 
Es solien jetzi die allgemeinen Formeln auf den Fall angewende! 


werden. wo die Anziehung nach dem Newtonschen Geselze erfolgt. 
$. 6. 
Der Maclaurinsche Satz. 


Ertheilt man p einen unendlich wenig von 2 verschiedenen Werth, so 
sind die numerischen Coefficienten d und d’ in (18.) entweder genau gleich 1 
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oder nur um Grössen von der Ordnung (1—4p)’ von 1 verschieden. Daher 
wird für p=2: 


ö[+(S — hy]? — + (S— kJ? +(S—h)\ 
ze G (S-w,' 


a P, 





und hierfür kann man, welche von den Zeichen + und — auch gelten mögen. 


i S—h\ 
Hog(S—)" 


stets schreiben: 





Also ergiebt sich aus (18.): 


r vı0S ds "ds 08 5 —h\" 
19.) A= af ———- Ey — log ( - =). 
hr oa 4 2 I. 0a B—k 


0, N y 0 





Ebenso liefert die Gleichung (18'.) für die einfach-hyperboloidischen Schalen: 


—0,n&% > ’ > N) 2 
19) A= af re TR FR n); 
. a °% d,0a P\S'—k 


“ 
—/(), I) 
x pP 


während für die zweifach-hyperboloidischen und die von ungleicharligen 
Hyperboloiden begrenzten Schalen noch resp. die Integrale 


ff 9,08’ ds ' Sf os’ ds 
_ —— und —: >— — 
ca 4 ca A 


v0 FW 
20 = 





als dritte Glieder hinzutreten. — Wenn man noch &® =0O nimmt, so beziehen 
sich die gewonnenen Formeln auf den Fall des Newtonschen Geselzes; allein 
die Grössen 0,,. 9, 0, 9% bedeuten dann nicht durchweg Wurzeln der Glei- 
chungen: S=h und S=k, welche auf den dritten Grad herabsinken, sondern 
nach dem, was früher gesagt worden, hat man zu setzen: 


o6,=0, 0, =0 für einen inneren Punkt, 
%=Ö, 0% =0 für einen äusseren Punkt. 
o,=0,. 0 =0 für einen Punkt der Masse. 


Es verschwindet hiernach für einen inneren Punkt das erste Integral in (19.). 
und für einen äusseren das in (19'.). 


Wiewohl die Formeln (19.) und (19'.) wegen ihres zweiten Bestand- 
theiles durchaus nicht den einfachen Character haben, wie diejenigen, welche 
für ellipsoidische Schalen gelten, so lassen sie doch dieses bemerkenswerthe 
Resultat auf der Stelle erkennen, dass der berühmte Maclaurinsche Satz auch 
für alle nicht ellipsoidischen Schalen Geltung hat. Betrachten wir z. B. eine 
von wirklichen Hyperboloiden begrenzte Schale und setzen der Einfachheit 
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wegen A=0, so dass für alle der Masse angehörigen Punkte die Ungleichheit: 


erfüllt ist. Dann folgt aus (19.) für einen inneren Punkt: 


A= -yapyf atlog(S-M’—log(S—h)’}ds 
Y 








(sta)yY(s+ta)(s+B)(s—y) ' 


während 
b’ c? 


9—+s vw» 








Die Ungleichheit 
x“ y' w 
ee u <k 
a+n Pyn y—n Y 





worin 7 zwischen — 5 und y enthalten sein muss, bestimmt eine zweite Schale, 
deren unter sich ähnliche Grenzflächen mit denen der ersten bezüglich homo- 
focal sind. Die Attractionscomponente A’ derselben ergiebt sich, wenn der 
Punkt (a,b, ec) auch in Bezug auf sie ein innerer ist, aus dem Ausdruck für A 
durch blosse Verwandlung von «e, f, y m a+n, P-+n, y—n. Dadurch 
ändert aber das Integral seinen Werth nicht, wie man sogleich sieht, wenn 
man s— statt des Integrationsbuchstabens s schreibt. Ebenso verhält es sich 


mit den beiden anderen Componenten; daher hat man: 
A_B_c / 
(20.) er A e. 
| Vet meP+m(r—n) 
Dieselbe Relation gilt, wie leicht zu sehen, auch dann, wenn (a,b, c) in 
Bezug auf beide Schalen ein äusserer Punkt ist. Also hat man den Satz: 








Zwei homofocale hyperboloidische Schalen üben auf ein und denselben 
Punkt, der nicht zwischen ihren Grenzflächen liegt, Wirkungen von gleicher 
Richtung aus, welche sich wie die Producte der Hauptaxen zweier einander 
entsprechenden Grenzflächen verhalten. 

Zwei homofocale hyperbolisch - paraboloidische Schalen werden be- 


stimmt durch die Ungleichheiten: 
h< 2. rio —Kk, 
Ze 
h+Mn< „ GORFORER. ARE, Y 7» k-+4'n. 
De 


Man erkennt ohne Mühe. dass auch die Anziehungen zweier solchen Schalen 
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Li 


gleichgerichtet sind, und dass die gleichnamigen Componenten sich ver- 
halten wie 








(da, » 177 | \/ a Sr \ 

Pr: Yy(P+n)(y-n). 
Da man A=0 nehmen darf, so gilt dieselbe Eieenschaft auch für homofocale 
hyperbolisch-cylindrische Schalen. 


$. 7 
Die unendlich dünnen Schalen. 

Setzt man k=A-+-dh und versteht unter dA eine unendlich kleine 
posilive Grösse, so geben die Formeln (19.) und (19'.) die eine Componente 
der Anziehung für eine unendlich dünne Schale, aber im Allgemeinen in 
einer sehr ungeschickten Form. Es ist nämlich nur dann erlaubt statt der 
Ausdrücke 


S — h 5 [ Ss’ _- h at 
el 00 
log SE und log\ SE 


die einfacheren 


2öh d 20h 
er une — 
S ei N) h 


zu subslituiren, wenn S—h, resp. S’—h, für keinen Werth des s innerhall 
der Integralionsgrenzen verschwindet, und im entgegengeseizten Falle würden 
die Integrale nach obiger Substitution keinen bestimmten Sinn mehr haben. 
Daher lässt sich in dieser Weise die zweite Formel gar nicht und die erste 
nur beim zweifachen Hyperboloide anwenden. Dieser Uebelstand kann durch 
Betrachtung derjenigen Function V beseitigt werden, aus welcher die At- 
tractionscomponenten durch partielle Differenlialion nach a, b, e hervorgehen. 
bei welcher Betrachtung ich mich der Kürze halber auf den Fall eines ein- 
fachen Hyperboloides und eines äusseren Punktes beschränke. Der Ausdruck 
des V, welcher (19.) entspricht, ist für Schalen von endlicher Dicke: 


7(k—S)ds Y(h—S)d. 
21) V= af Ch Sn u )ds 
[= 4, 2 


l 
0, 0, 





n 

Bi ; [(S —h)log (S—h)"— (S—k)log(S—k)’— 2 (k—h)!. 
Y 

wobei es erlaubt ist, zu der rechten Seite eine beliebige von a, b, ce un- 

abhängige Grösse hinzuzufügen. Für 3 = h+Jdh möge V durch U‘dh be- 

zeichnet werden; dann erhält man, wenn man die beiden Seiten von (21.) 


43 * 
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resp. durch dh und k—%h dividirt und den Werth der zweiten für k=h auf 


die gewöhnliche Weise bestimmt: 


2) U=-nf'2-,1f log (S- h)%. 


1 
0, y 


Indem man von der Gleichung (19'.) ausgeht, findet man für U einen zweiten 


Ausdruck, nämlich: 


22) U=-4f Tlog(s'—h). 


2 


Vermöge der Wurzeln o,, 0,, 0, der Gleichung: 





a? b’ c’ 
| + N + Pr_ h, 

e+@ 0+P 0—r 

welche resp. in den Intervallen: —« bis —/, O bis y, y bis ® liegen, lassen 

sich S-h und S’—h in der Form darstellen: 


(23.) 


Br = =) (s— 0, ) a, $) 
er +e)(s+M)Cs—7) ’ 


en h: nd Bi Hs)(s I -0,)(s+ %) 





(—s)(— P)ly- Ss)’ 
und wenn man diese Werthe in (22.) und {22'.) einsetzt, so erhält man bis 


auf Glieder, die in Bezug auf a, b, c constant sind: 


2) U=a/'z ES ZN CZ) He) role}, 
24) U= 23 ” 1; u 0 ande lo (IE )}. 


Es ist jelzt ih den ersten Ausdruck des U nach o, und o,, den zweiten 
ach den gewöhnlichen Regeln zu differentiiren. Dadurch 





nach o, und &, n 
findet man: 


(OU ayapy +" ds 2 /"- ds Dir 
(8 | y a R s+9,)4,; 


ae Ye ro,)(, 70, )(7- -0,) 


65 wi (Ss — re u Be (s+ Ay 


0, werden somit durch voll- 




















Die partiellen sie des U nach o,. 0;. 
ständige elliptische Integrale der dritten Gattung ausgedrückt. Dieselben sind 
bezüglich constant für Punkte auf ein und demselben mit dem gegebenen 


Ivperboloide homofocalen einfachen Hyperboloide, zweifachen Hyperboloide 
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oder Ellipsoide, deren Gleichungen durch (23.) vorgestellt werden. wenn man 
darin unter a, b, ce die laufenden Coordinaten versteht und für o bezüglich 
die Werthe @,, @;, @, nimmt. — Man hat jetzt für die der X-Axe parallele 


[a 


U u 
Componente dA, oder dh, die Formel: 











„LoU © oU © oU © 
0A — oh(Z —-ı . wi. Yang ni WW O8), 
co, ca co, Ca oo, ©a/ 
oder vielmehr: 
. an oU Pa _ oU P.a oU Pa 
(26.) 0A —- 20h (P, >. — en — r 7 - _ | A BE, 0° ). 
°®, PT 0oB, 0, ao oB 0, 74 
worin: 
a? | b’ ce? 3 
(0, T@) (0, +P) a 3 


u 8, W. 


Die Ausdrücke für dB und ÖC ergeben sich hieraus durch Verlauschung von 
a, @ mit b, 5 und ec, —y. Aus der Form dieser drei Ausdrücke sieht man 
sogleich. dass die Grössen 
PER IR Er U 
SEHP.——. BEP. —. MEP-— 
[# 4 Y ’ ’ 


1 C B; xy 


die Componenten der Anziehung darstellen, zerlegt nach den Normalen der 
drei erwähnten homofocalen Flächen im Punkte (a,b,e). Man hat also den 
folgenden Satz: 

Bewegt sich der angezogene Punkt auf einer mit dem gegebenen 
Hyperboloide homofocalen Fläche zweiten Grades, so ist die auf dieser Fläche 
normale Attractionscomponente proportional dem Abstande der jedesmaligen 


Tangentialebene vom Mittelpunkt. 


SS. 


Die Rotationshyperboloide und das hyperbolische Paraboloid. 

Die Formel (22'.) des vorigen Paragraphen kann man, indem man « 
unendlich wenig verschieden von 5 annimmt, mit Vortheil auf den Fall einer 
von einfachen Rotationshyperboloiden begrenzten Schale und eines äusseren 
Punktes anwenden. Man darf darin unbeschadet der Allgemeinheit 5 = 0 


setzen und kann 





loge(S’-h)(@a—s)’ statt log(S’—h)' 


schreiben. weil dadurch zu U nur ein von a und ce unabhängiges Glied hin- 


$, 


2 
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Weil nun das Argument! des neuen Logarithmus innerhalb der In- 





zutritt. 
Bi trau unendlich wenig von «a* verschieden ist, so hat man: 
ray; > 
UÜ=—- ——log (a y —m—— I_Jog (a), 
er nr run Va+7 


l ) 


woraus für die Kräftefunetion V einer Schale von endlicher Dicke folgt: 


2 
2 -f Udh = — wi ie bi v7 log 
e 


Ye+y 





Demnach ist: 
2r(k—h)ayy A ee 


(2% . ) A Zr - — ne - 


d. h. die Resultante der Anziehung ist umgekehrt proportional der Entfernung 
des angezogenen Punktes von der Rotationsare und durchschneidet die letztere 


rechtwinklig *). 
Wenn der Punkt ein innerer oder die Schale von zweifachen Rotations- 


hyperboloiden begrenzt ist, so lassen sich die Alttractionscomponenten zwar 


noch vermittelst Logariilhmen und algebraischer Grössen angeben, zeigen aber 


nicht so einfache Eigenschaften. 
Zum Schlusse bemerke ich noch, dass auch die Componenten der An- 
einer von congruenten hyperbolischen Paraboloiden begrenzten Schale 


ziehung 
Diese Ausdrücke sind wesent- 


durch Elementarfunetionen ausdrückbar sind. 
lich verschieden von denen, welche für elliplisch-paraboloidische Schalen 
gelten. und der Ausdruck für die Componente A ist dadurch bemerkenswerth, 


dass er Quadrate von Logarithmen und Kreisbogen enthält, während dieselben 


in denen der beiden anderen Componenten nur linear vorkommen. 


Fraustadt. im November 1860. 


*) Hierin ist ein in einem früheren Aufsatze (dieses Journal Bd. 58, S. 248) auf- 
gestellter Satz über die Anziehung einer mit Masse belegten Kegelfläche auf einen 
äusseren Punkt als specieller Fall enthalten. — Die am Schlusse jenes Aufsatzes ge- 
ebene geometrische Construction der Resultante für einen inneren Punkt ist insofern 
zu berichtigen, als an Stelle des Rhombus ein Viereck construirt werden muss, welches 
durch die von dem angezogenen Punkte ausgehende Diagonale in zwei congruente 


rechtwinklige Dreiecke getheilt wird. 











n- 


r 
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Ueber eine Eigensehaft der Kugelfunctionen. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 





W en man eine Function dreier rechtwinkligen Coordinaten nach 
Kugelfunctionen entwickelt, so gelangt man zu einer Reihe. deren Glieder die 
bekannten Functionen zweier Winkel sind, während in ihren Coeffieienten nur 
der Radius Vector noch auftritt. Jene Functionen zweier Winkel haben aber 
die Eigenschaft, dass sie, mit einer passenden Potenz des Radius multiplieirt, 
in ganze homogene Functionen der Coordinaten übergehen; man kann daher 
die Entwicklung nach homogenen Functionen der Coordinaten ausführen, deren 
Coefficienten dann nur noch Functionen des Radius Vector sind. Diese homo- 
genen Functionen, welche in einigen Aufgaben der mathematischen Physik ihrer 
Symmetrie wegen mit Vortheil angewandt werden können. sind dann dadurch 
definirt, dass sie neben der Bedingung der Homogeneität der Gleichung 

I IE 


(nach Lames Bezeichnung) genügen. Eine grosse Zahl von Eigenschaften 
dieser Functionen erhält man direct aus den bekannten Eigenschaften der 
Kugelfunetionen; eine etwas ferner liegende Eigenschaft bildet den Gegenstand 
dieses Aufsatzes. 

Zuvörderst kann man leicht die allgemeinste Gestalt der Function x" 
Ordnung angeben, welche der Gleichung (1.) genügt. Es sei zu diesem Zweck 

2) 2= V+rV,+r'V: 

wo r den Radius Vector bedeutet, und wo V, V,. #; ... ; ai Funetionen 


respective der n'”, n— 2”, n—4“" ... Ordnung bedeuten. Die Form (2.) 


kann offenbar auf unendlich viele Arten gewählt werden; da V noch beliebig 
gelassen ist, kann man über V,, V; ... jedenfalls nach Willkür verfügen. In- 


zwischen ist 
Ser" V) = r"LV, 
= er an Ver”. 
Die Gleichung (1.) geht daher durch Substitution von (2.) über in: 
0 = 4’Y+4r4’V, +r'd4?V, 
+2 (2a —1)V, +4(2Rr— 3) V,+6(2n—5)r*V,;: 





rer La V, 
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In dieser Gleichung kann man nun das letzte V so bestimmen, dass der 
Coefficient der höchsten Potenz von r verschwindet; sodann das vorletzte V 
so. dass auch die zweithöchste Potenz von r verschwindet, u. s. w. Dann 
bleibt schliesslich eine Gleichung, welche V, durch V ausdrückt; und indem 
dies letztere völlig unbestimmt bleibt, hat man die Beziehungen: 

NV 

Fuer 
SV, 


FT, 


oder, wenn man durch 4‘, . die doppelte, dreifache etc. Wiederholung 


der Operation I en 
SV 
BE 7 "pe 
IV 
2.4.2 —1.2.—3 ’ 
IV 
2.4.6.0 —1.2n — 3.3” —5’ 








Man hat also sofort den Saiz: 
Die allgemeinste ganze Function n’” Ordnung, welche der Gleichung 
TP2=0 genügt, ist 
DV. rt.d'V | 
2.201 2A — 1.3 | ° 
wo V eine ganz beliebige homogene Function n‘” Ordnung bedeutet”). 
Setzt man hier z. B. V=x", so erhält man die der Kugelfunction P 
b ” 


entsprechende homogene Function; setzt man V = (zx,-+yYyu+ 33,)”, so ergeben 





*) Man kann den obigen Satz noch dahin ohne Mühe erweitern, dass die all- 
gemeinste Function n'“ Ordnung, welche der hose Ei 


IR = 
genügt, (wo Ö# eine ganze homogene ni (nr —2)'"" Ordnung bedeutet) folgende 
Gestalt annimmt: 


rs r!1°’9 1 r°4' 3 Fur 
2.2n— 242n—1.3n—3 | 2.4.6.2n—1.2n 3.225 
r’d’V ö rt AV 
DI! 2.1. —3 








2= 











. 
| V 

/ 
u 


I 
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sich diejenigen Ausdrücke, welche bei der Entwickelung der Quadratwurzel 
der reciproken Entfernung zweier Punkte auftreten. Setzt man aber in (3.) 
VY=r'.W, wo W von der (n—2)'" Ordnung ist, so entsteht immer identisch 
Null. Denn man erhält offenbar immer 
PIC, W) — PI*"W-a, 4° W, 
und indem man auf diese Gleichung die Operation 4° anwendet: 
4” W) = 4" W-+ (a, +44n -8k—2)4"W. 

Es ist daher 

u. = 9, +An—Sk—2; 
und wenn man bemerkt, dass &,=0, so ergiebt sich sofort: 
4 =r(k+1) an —2k—1, 0,=2k(2n—2k-+1) 


Man hat sonach 
I" W) = fr P"W+2%k(2n—2k-+1) 4” W; 
und wenn man also V=r’W setzt: 


2 = rW EWR A W "WHAT Hr FW 
u 7 "RT KR WER (er Tu 


ee 





was offenbar identisch verschwindet. 

Hierdurch erklärt es sich, dass die in der allgemeinen Form von V 
n--1.n--2 
1.2 
treten. wie dies die bekannte Thatsache fordert, dass die allgemeinste Kugel- 





enthaltenen Constanten nur die Stelle von 22--1 Constanten ver- 
function 2“ Ordnung nur die letztere Zahl willkürlicher Constanten enthält. Denn 


dem Obigen zufolge kann man in (3.) ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen 


ru ‚ ..n.n-1 
V—r"W an die Stelle von V treten lassen, und man kann dann die ae 


Coefficienten von W so bestimmen, dass ebensoviel Coeffieienten in V be- 
stimmte Werthe annehmen. 

Ich werde nun zeigen, dass man immer für V das Produet von n 
linearen Factoren setzen darf, und werde zugleich zeigen, wie man die- 
selben findet, indem man W so bestimmt, dass Y—r’ W in lineare Factoren 
sich auflöst. 

Denken wir uns unter x, y, z die homogenen Coordinaten eines Punktes 
in der Ebene. Dann ist 

’=o0 
die Gleichung einer Curve »'” Ordnung; und dieselbe wird von dem Kegelschnitt 
"=e+y+3’=0 
Journal für Mathematik Bd. LX. Heft 4. 44 
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in 2r Punkten geschnitten. Verbindet man diese Punkte paarweise durch » 
gerade Linien, so dass durch jeden Punkt dabei eine Linie geht (was auf 


1.3.5...2»—1 Arten geschehen kann) und sind 
sn wei, .. RE 
die Gleichungen solcher » Geraden; so kann man bekanntlich, da weder V=0 


noch diese Geraden von r=0 in anderweitigen Punkten geschnitten werden, 

die absoluten Werthe der Coefficienten in den « so bestimmen, dass identisch 
V= ©0...0,+r'W, 

wo W eine homogene Function (a —2)'" Ordnung bedeutet. 

Hierdurch ist die oben aufgestellte Frage erledigt, und es fragt sich 
nur, wie man für eine gegebene Function 42 dieses Product von Geraden 
oder die erwähnten 2» Schnittpunkte bestimmen könne, selbst wenn 2 nicht 
in der Form (3.) gegeben vorliegt. Nun bemerkt man aus (3.),. dass die 
Schnittpunkte der Curven 

V=0, e+y+z2=0 
mit den Schnittpunkten von 
4.) 2=0, E+y+z=0 
zusammenfallen. Man hat also nur die letzteren aufzusuchen; eine Aufgabe, welche 
durch die eigenthümliche Natur der Function 42 wesentlich erleichtert wird. 

Die Gleichung 2x'“" Grades, auf welche die vorliegende Aufgabe führt, 
kann man in der Weise aufstellen, dass man das Product aller Gleichungen 
der 2r Schnittpunkte aufsucht. Dieser Ausdruck muss dann, was mit Hülfe 
einer Gleichung 2r'" Grades sofort geschehen kann, in seine 2» Factoren 


aufgelöst werden, und es ist leicht dann die Gleichungen &,=0, & —=0, ... «,—0 
zu bilden. Um aber jenes Product zu finden, verbindet man die Gleichun- 


sen (4.) mit der Gleichung 
(9.) wrtey+wz = 0 
eines Schnittpunktes, und eliminirt x, y, z. Eine solche Elimination, bei welcher 
eine Gleichung vom 1'", die zweite vom 2'“”, die dritte vom x" Grade ist, 
habe ich im 58" Bd. d. J. p.273 allgemein ausgeführt; und zwar wird das 
Resultat nach den dort gegebenen Regeln: 
6.) R=0=14[)C0+yC?— AB|"+|C—yC?-- AB|”, 


wo, nach den hier eintretenden Werthen der Coefficienten der Gleichung 








zweiten Grades: 
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100 ua 1009 ad 100 a 
010ecb 0102% 010r.# 
7.) A=0 0 1wec, B=-00 1% c’\; Ed 01w cd); 
uv wo av wo 0 u e w 0 0| 
abeo0o09 ab 00) abeo 0 

















wo endlich a, b, c, a‘, b', ce’ symbolische Coefficienten sind. welche durch 
die symbolischen Gleichungen 
8) 2 = (ar+by+cz) = (ac+b'y-+c'z)' 
definirt werden. 
Inzwischen ist nach (7.): 


A = (ve— wb)’-+(wa—uc)+(ub—va)‘, oder 
A= (W+o+w)(a+b’+c)—(ua-+-eb+we)’; und ebenso 
(9.) p — (W“-+0+w?) (a + b”-+c") — (ua’+ob'’+we'), 
IE = (+ 2°+ 0°) (aa’+-bb'+ce') — (a4 ob-+ we) (ua'+ cb/4- wc‘) 


Diese Gleichungen vereinfachen sich wesentlich durch die Bemerkung. 
dass nach (8.) die symbolische Gleichung 


0= .2= (ac+by-+cz)"".n.n—1.(a +b’+c" 


\n 


= (dc+b’7+c3)"".n.n—1.(a”+b"--c"” 
stattfindet. Dieser zufolge darf man also wegen der besonderen Natur der 
Function (2 immer 
10.) «+b-+d=a"+b?’+c”=0 

setzen. Daher reduciren A, B sich auf ihre letzten Glieder: und die Glei- 
chung (6.) nimmt folgende Gestalt an: 

(11) R=0=!%(s-t+ys— 2" +4(s—t— y— 20", 
wo 
(12) s=(W+v’+w’)(aa+bb'-+cc), t= (ua+vb--we)(ua'+-vb' we‘) 
gesetzt ist. 

Führt man den Ausdruck (11.) aus, so erhält man: 


(13.) R nn 0 m al" - &ı AIsı a ' -... 
wo &, &, ... numerische Coefficienten sind. welche durch die identische 
Gleichung 
(14) ae +" +E "+ = 4j(1-e+yY1—28e)"+(1—-e—y1— 28)" | 





bestimmt sind. Man bemerkt aber sofort, dass mit Rücksicht auf die Glei- 
44* 
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chungen (10.), und wenn man die Operation 7° jetzt mit den Veränder- 
lichen #, ®, w statt mit x, y, 3 ausführt: 
Stv") = 2(n— k).t" "(aa +bb'-+cc), 
daher überhaupt 
St) = %*.n.(n—1)...(n— k+1).1"*.(aa’+bb'+cc')‘, 


oder, wenn man der Kürze wegen 
e=uW+o+w, ad+bb'+cc = P 


setzt: 
R A°*(”) 
n—k mAh __ k, i 
he dis 2. (n.n—1...n—k+1)’ 
Bezeichnet man nun durch U diejenige Function, in welche $2 übergeht, wenn 
man darin a, v, w für x, y, 2 substituirt, so hat man offenbar auch 


Pa 9°; 
und somit geht die Gleichung (13.) über in die merkwürdige Form: 


oe’ IP’(U?) o*4‘(U?) L 
A 


(15. 0 = elU’+« —— tm 
15.) de 7 u Ey 











aus welcher die symbolischen Coefficienten sämmtlich verschwunden sind. 
Sonach bleibt nur übrig, die Coefficienten @ der Gleichung (14.) ge- 


mäss zu bestimmen, welche auch die Form annimmt: 


a HEHE" + = ee en > RT a2”). 
Nun sind offenbar 
2—1+y1l—-2e und y=1-y1- 2% 


die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
2 —2z+2e = 0; 
und es ist daher x°"-+y”" der Coefficient von a’ in der Entwickelung des 


Ausdrucks 
N bi. 


l 


1—uxr '1—-uy 1-— u + 2eu’ 





mit Rücksicht hierauf endlich erscheint «, als Entwickelungscoefficient, näm- 
lich als Coefficient von &*”*.«°" in der Entwickelung von 


1 a 
2» 1— 2u-- 2eu’ 





Entwickelt man diesen Ausdruck zunächst nach Potenzen von &, so erhält 
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man als Coefficienten von &”*: 


a. ar (Ad— u). (2u’)r- k ä (—1)r+* Ad-W)a- we 
2” (1— Zu)" ++ 2 2% "A— Zu)" k+l? 




























und indem man dies wieder nach « entwickelt, findet sich der gesuchte Coef- 
ficient von «'” 














EG.) ziäie n— k-+1.n— k+2..n+k— 1 gx- . 
er 7 1.2... 2k oe Te 

F nr, N N— k+1.n—k+2 +k—1 Yh-1 

u u k 1.2.. a m . 


Dieser Formel entzieht sich nur der Coefficient des ersten Gliedes; indem 


In 


man k—=0 setzt, erhält man als Coefficient von « 
Ausdrucks 


in der Entwickelung des 


(—1)" (1— u). (2u”)r 
>> | (A— Ayrtı 





nach aufsteigenden Potenzen von « offenbar: 











a = (—1)”. 
Die Formel für «, giebt noch: 
7 u Lee k nn Hi. n+2...n+k—1. 
(n.n—1..n—k+1” 1.2...2k n.n—1. Er re SR 


und so wird endlich die gesuchte Eliminationsgleichung, wenn man in (15.) 
diese Coefficienten einführt und den RR Factor (—1)” übergeht: 


n.n- 


”. u ar 0 
(16.) PER I(U)+ EawWre 


13 (U) 





BEN oe en n 33 46 . 
aarRT Yen 


Mit geringer Modification der Ausdrucksweise kann man den angege- 
benen Weg die Function (2 darzustellen, nun folgendermassen zusammenfassen: 


Ist 42 eine homogene Function n’” Ordnung, welche die Gleichung 
A’2=0 befriedigt, also als das Product einer Kugelfunction n'” Ord- 
nung mit der n’“" Potenz des Radius darstellbar ist, so ist der Ausdruck 


aa) RA) 5 
n 1.2 Ta 1.2.3.4 e 








stets in n lineare Factoren zerlegbar. Verbindet man diese paarweise, 
sind zwei so zusammengehörige 


ec+Ay+yz, dc+Py-+y'z 
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und bezeichnet man dann das Product der n Ausdrücke 








durch V, so ist immer 


ee a: 0 ee 
(17.) = Cy) in 1! 2.4.2n —1.2n — 3 ” 





wo C eine Constante bezeichnet. 
Ich bemerke noch, dass dies Product V zwar auf 1.3.5...2»-1 ver- 


schiedene Arten durch verschiedene Combination der linearen Factoren ge- 
bildet werden kann; aber nur auf eine einzige Weise, wenn diese Factoren 
sämmtlich reell sein sollen. Denn die linearen Factoren des Ausdrucks (16.). 


welche die Schnittpunkte von V=0 mit 

z+y+3° = 0 
darstellen, sind offenbar sämmtlich imaginär; man kann also reelle Factoren 
in YF nur dadurch erzielen, dass man zu deren Bildung je zwei conjugirte 
Factoren des Ausdrucks (16.) verbindet. 

Die Form von 2, in welcher V ein Product linearer Ausdrücke ist, 
steht mit denjenigen Kugelfunctionen im genauesten Zusammenhange, welche 
aus der Entwickelung der reciproken Quadratwurzel. der Entfernung zweier 
Punkte hervorgehen. Eine solche Function, multiplieirt mit den »'" Potenzen 
der Radien, entsteht, wenn V die »' Potenz eines linearen Ausdrucks wird. 
Bezeichnen wir das Resultat durch V,, so dass 

R r’r? | 
V,. ne (TU, + YYyot220)"— 55,7 (2,4 YYyo+ 2330)” 


„4.4 
a. en bi 


+ 2.4.20 — 1.23 (v0 TyYo 1380) 





9 


so kann man die allgemeinste Function »““ Ordnung 42 in der durch (17.) 
dargestellten Form sich dadurch entstanden denken, dass » mal hintereinander 
das Differential von V,„ in Bezug auf x,, %,, 2, gebildet ist, und statt der In- 
cremente beliebige Constante, und zwar jedesmal andere, substituirt wurden. 


Carlsruhe, im Juni 1861. 
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Sur une formule relative a la theorie des nombres. 
(Par M. Emile Mathieu & Paris.) 





DDesignons par w une racine de la congruence irreductible 
oe +wo+1l =0 (mod.?2), 
et representons huit nombres par 
Ey Ey Eur Dias ir Dr Das Ti4o} 
nous aurons l’egalite suivante: 


pp? 2 2 BR  ı '2 
reitet) +2 2, +2) 


> 


\ 
\- 


= (+95 +2,20 + Euro) 
(A.) +. —- 2m —D,Cr0 + Fıru 2.) 

+ (2, — Cu —#]. „e + 2,8% | pP 

+ (240 Kr CC, + ui) 
Ceite formule, sauf la maniere de representer les huit nombres. qui nous est 
propre, est une egalil& res connue due a Euler. La formule (A.) est tres 
facile ä poser; car les deux dernieres lignes du second membre se deduisent 
de la deuxieme par la substitution eirculaire (z,wz) faite sur les indices. ou 
ce qui revient au meme par la substitulion 

(210 240) (Ar eurı; 0) 

faite sur les nombres de la formule. 

Nous voyons d’apres cela que nous aurons dans le second membre les 
quatre m&mes carres si nous faisons sur les indices la permutation circulaire 
(1, w, w’) ou 

(1,0,1+w): 
on verifie ensuite que la composition du second membre n'est pas non plus 
alteree, si l’on fait sur les indices la permutation eireulaire (0, w, w") ou 

(0, o,1+w). 
On conclut de la facilement que par la permutation des quatre indices 0, 1, 
o, 1-+-w le second membre ne peut donner que deux d&compositions dilferentes 
en quatre carres; autrement dit, des 24 permutations de ces 4 indices, 3><4 
donnent une decomposition en carres, 3><4 en donnent une aulre. 
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« 7 


Permutons les 4 nombres x,, x, 2. Xı;. de toutes les manieres 
possibles; permutons de meme entr’eux les 4 nombres ©, &, &,, Zi. el 
nous aurons (1.2.3.4)' permutations qui ne changent pas le premier membre. 
Or etant donnee une quelconque de ces permutations, il y en a 3>=<4 qui 


donnent pour le second membre la meme decomposition en carres. Donc on 
1.2.3.4)° 


obtiendra de la sorte pour le second membre sg  — 48 decompositions 
differentes en quatre carres. 
Donnons maintenant a la lettre ® une autre signification, et supposons 


quelle represente une racine imaginaire de la congruence #”=z (mod. 2); 
prenons par exemple pour & une racine de la congruence irreductible 

(a) o+w+1 = 0 (mod. 2), 
et representons 16 nombres par 


Lo b) 7 9’ Tu ’ T -w 9 Lo? J I +29 Lu -w? 9 Ti10-+W2 y 
t ’ 3 ! 


Ts Ts Lyss Tjiws LT 2 . Cı. ww? % Lo W299 Tı10-4w2 9% 


nous aurons la formule suivante: 


(x, ! r- Lr° JE 7 en . 2 | 2 i: ) 
- — - = _- ze - r 
. a oT Alto LT u2 | I Lu? ı To- ww? T Tı -w-+ 2? 


\ I 


- RL 12 | 2 12 wen N 12 
am (2, 4 2 - I 2, 7 Tr 5 T 2 + X] +-w?2 ii To-+tw2 vo Dir H-w?2 ) 
iz u y' 2 
Lydı LT, T Lola tt Io Il w ) 


(4 
[ 
! 
14 | LT . | 
"rIo2 2. + Li; ww 2? Tı Hu? T #w--w2 Lu -w2 rı4ı H-w-+-w?2 I -w 
7 


u —- Di —L, Cru +2:ı,8, 


! 


» u l / ' ) 
- 2,30 Ft Tır02 Eu 2 Lo+o2 Pio+w2 T Pl+w+w2 Po+w2 





' 2 
we 7 ! 
Li) . 77 — T2 # Far TE ww? 2 3 
n j ! 
— Liro c ı 7 ER — 140402 P14+02 7 Kı402 Pi+wo+w2 
Er : j 2 
lun A Do 2,— -LIı; | o%ı -w+02 T T10+w2 T *) 
P 2. BEN. N No F ! 
e- Lo -w2 La 5% 2, w? 7 Hw2 Tı T Li 7 H-w2 
! ! 
ToT] Fo Ti; IL 7 179 How? 2. 2 + 21, +W?2 2, er 
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Cette egalite peut eire formee au moven de la reele suivanlte: On 


deduit tous les carres du second membre qui suivent le deuxieme au moyen 

























de celui-ei. en effeetuant sur les indices la permulalion eireulaire (z. wz) ou 


1.o0,0,1+w,0+@, 1+4w-+ 0°, 1-40). 
Quani aux signes. ils sont entierement determines par la condition que les 
Iermes qui figurent dans le second membre de la formule (A.) se relrouven! 
avec les memes signes dans la formule (B.). 

Cette formule est aussi Ires aisee a verifier: car il suffit de constater 
que tous les doubles produits provenant du developpemen! du second carre 
sont delruits par les doubles produits des autres carres: puisque tous ces carres 
(sauf le premier) se deduisent du second par une m@me permulation eireulaire. 

La lormule (b.) a el trouvee par M. Prouhet et Cayley*): on voil 
quelle est tres facile a obtenir au moven de nolre nolalion. el de la reale 
que nous venons de donner. Si dans celte formule. on fail 

7 PET 


T : Dj I-(y? Lo (n2 Hr er (2 V. 


on retombe sur la formule (A.). 

Au lieu de prendre pour @ une racine de la congruence (a.). on 

aurali pu prendre encore une racine de la congruence irreduetible 
"+o+1 = 0 (mod. ?2 

doni les racines apparliennent aussi a 2-3 (mod.2). el on serail arrive 

a un resultat semblable. 

Au lieu de prendre la somme des carres du second membre de la 
formule (B.). considerons une fonction symelrique quelconque de ces huit 
carres. que nous appellerons #. 

P reste invariable si l’on fait sur les indices la permutalion eirculaire 


> 


1.0. ow. 14+w, w+o, I+w-+w", 1-40). 


\ 


qui peut aussi s’eerire 
wer 


z elani un des nombres 0. 1. 2. 5. 4. 9. 6. Remarquons maintenant que le 


*) La formule dont il s’agit et au moyen de laquelle le produit de deux sommes 
de huit carrds est reprösent@ sous la möme forme a t@ donnde dans le cahier de 
mars 1345 du Philosophical Magazine par M. Cayley; le g@ometre irlandais M. J. T. 
Graves lavait d@ja trouvee anterieurement & la fin de 1545 et Favaıt communiquee 
5 ' d: le ’n Aprı « » > O0 > le 1244 V Y Prı ‚eedı no 
3 M. Hamilton dans une lettre &eerite au commencement de 1544. (Voy. Proceedings 
of the Royal Irish academy 1347, June 14.) B. 
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deuxieme carre du second membre de l’egalite (B.) peut etre ainsi ecrit: 


\ Pod, + T 3 Lo + I u6 L2 + Lu S Lu Li Lu) niasiach ). 


il esi done invariable par cette substitution effectuee sur les indices 


0 >\ 


(wo, 0, w)(w', w’, @ 


4 


Im 


(w’, w*); 
on conelut de la que la fonction $ est invariable par toutes les permulations 
renfermees dans llexpression 

ae Ei! 
On verifie ensuite que la fonction & est invariable par la permutation eirculaire 


ı ı I) 1 A\ 
ec) (0, w, 0, w’, w', w°, w®) 


0, wo, w+w, 14+-w+w, w, 1+w, 1+w°); 
les exposants 3. 3, ele. representent les nombres enliers associes respeclivement 
a 2. 9. ete.. suivant le module 7. 
La permutation (e.) peut s’ecrire 
f 1 
\w‘, ), 
el la fonetion $ etant invariable par cette permutation et par les permulations 
(b.). est invariable par les 3><7><8 permutalions 
, az+b\ 
\w:, we+T) 
pour lesquelles ad— be est residu quadratique de 7. Ainsi nous voyons 
encore que ces 378 permulations n’altererent pas la composition des 
carres du second membre de la formule (B.). 

Dans l’egalite (BD.) permutons les nombres x. Lı. Zur - un de 
toutes les manieres possibles, puis aussi &,. ,, Los >: > Zus, el nous aurons 
1.2.3...8)° permutations qui ne changent pas le premier membre. mais qui 
changeront en general la composition des carres du second membre; le 
nombre de ces permulations qui ne changent pas la composition des carres 
du second membre etant 3.7.8. ce deuxieme membre est susceptible de 


) 
prendre 55 — formes. On en conclut que la formule (B.) donne par la 


en (1.2.3...8)° on on 
permulalion des indices - 7,5 9676800 decompositions en huit carres. 
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Ce qui precede nous conduit tout nalurellement a quelques remarques 
sur les fonctions de huit quantites: les observalions que nous allons faire 
non seulement sont demontrees d’une maniere partieuliere. mais comme celles 
qui viennent d’etre faites. ne sont pas susceplibles de gen6ralisation. 

Si !’on examine avec attention la formule (B.). on voit facilement que 
les substitulions ellfecluees sur les indices qui laissent & invariable ne changen! 


pas non plus la fonelion F symetrique des fonetions suivantes: 


EUR OO. PR u) ER AUPR: FAND 
#0 ART 7 REG, 2ı 208 OR WER EEE 
DrKiraornr3 luKıt Es Fir Pot Dior 
©. tere 


Lt, I-w Lu? "Tr Lu 1,2 Ti] I -+-1y 2 I, I.ım?2 LT, “ 


LT I, 2 T; in) I I; In 2 LI, Im2 I, Lu2 . 


iv > 


LT 2 IL, I--+ (2 Lo | (2 ei LI; | (2 LU; Lori f a 


ainsi la fonetion F est invariable par les substitutions 
z a=-+b 
(wi, wert) 

pour lesquelles ad— be est residu quadratique: mais elle est invariable par 


d’autres substitutions: en effet la fonetion F’ symetrique des fonelions 


Lu, O2 I -w2 "1 Ti L; { ‚7; t m2 T Ww+-w? *® 

Lid (v2 Lj iv) IL, 0) (v2 7 4 iu2 Ti; I l 6 

Lo] (v) Lu in? Lır. 2 | L. Tr; ( - IR U. 
D | Ä 1 

”\, IR ol} WW naTı | ”| ( 1-2 I 2 I 9 


T,d, In 2 L; N (u? 7. - La N (v2 IL, Hr 1, Lo? . 
LT, i2 Ti LI .2 + 2, IV (2 Lo To w2 LI, 0 ® 


» ‚ye 1 . » » 
Tod] LT Tj rw | I l-+ 2 LI n2 I I+w-+ 2 A v-4-W?2 9 


est une fonetion Irois fois transitive qui a 30 valeurs *); or on passe de la 
fonetion F a la fonction F’, comme on peut le verifier. par la substitution 
(w’, w°*) 
ou 
(o,1+w, 0,140, w0+w,1+w-+w), 


l 


*) ‚Journal de M. Liounille, 2""* serie, tome VI, page 307. 
45 * 
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et on passe de meme de FF a F. Donc la fonction F est une fonetion trois 


fois transitive qui a 30 valeurs. 
D’apres cela F—F’ ou, si l’on veut, la fonction formee par la somme 
des termes (C.) pris positivement et la somme des termes (D.) pris negativement 


est une fonclion invariable par les substitutions 


az--b 
a w“ ) 


pour lesquelles ad —be est residu quadratique, et qui a 240 valeurss. F+F 
est de plus invariable par (wo, w°*); donc elle est invariable par les sub- 
stitutions precedentes, ad—be etant alors quelconque (excepte zero); dest 
une fonetion trois fois transitive qui a 120 valeurs. On peut prendre pour 
cette fonetion la somme des termes (C.) et (D.). 

On aura encore une fonction invariable par toutes les substitutions 


az b 
ir wer?) 
pour lesquelles ad—be est residu quadratique de 7, en remplagant dans le second 
membre de la formule (B.) les x’ par x”, sans rien changer aux indices. 


Paris. le 19. novembre 1861. 














Tables des formes quadratiques binaires pour les de- 
terminants negatifs depuis D=-—1 jusqu’a D- - 100, 
pour les determinants positifs non carres depuis D- 2 
Jusqu’a D-99 et pour les treize determinants 
negatıfs irreguliers qui se trouvent dans le 
premier millier. 
(Par M. A. Cayley & Londres.) 


Les tables suivantes sont arrangees de la maniere prescrite dans les 
„Disquisitiones arithmeticae“. Dans le memoire de Lejeune Dirichlet „Recherches 
sur diverses applications de l’analyse ä la theorie des nombres“ tom. XIX (1839). 
p. 338 de ce Journal on trouve un tableau dans lequel les regles qui serven! 
a former les caracteres des genres sont resumees. Soit D= PS’ ou 2PS’. 
S° designant le plus grand carre que D contient, et P un nombre impair: 
soient de plus p, p', p" ... les facteurs premiers inegaux de P et r, r', r" 
les nombres premiers impairs qui divisent S sans diviser P; &crivons enfin 


m—l m’—1 
pour abreger d=(—) * „e=(—) ® 
le tableau suivant: 

Premier cas, D=PS’, P=1 (mod. 4) 


.„ cela pose on trouve a l'endroit eite 


ı m m m m 








S==1 (mod. 2)| 7: as | 3 
s=2 (mod, 4, BR. Du 
S=0 (mod. „[® =. 9 RR u - 
Deuxieme cas, D=PS’, P=3 (mod. 4) 
S=1 (mod. 2)|0, Zi 5 , 
—=2 (mod. 4)|Ö, = a ve m nn 
S=0 (mod. 4)|0, E 2 2, 5 
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Troisieme cas. D=-2PS’, P=1 (mod. 4) 

m ım 

S=0 (mod. ?2)|e, nu 
Zi 


Quatrieme cas. D=2PS', P= 


S==1 (mod.?) 








Ss ==1 (mod.2) de, 3. a: 
| | 
R 

a. ö 


2 
) 


ı 


seh wie, ss —, —, zn 
pP p 


m 
i m P j 

Dans ce tableau la notation r3 dans laquelle jomets les parentheses 
usilees. signifie le caractere d’un nombre quelconque m par rapport au nombre 
premier impair p, ec. a. d. que m est residu ou non residu de p selon que 


nm N \ . 
| -1. ou = —1. de meme d est le caractere de m par rapport au nombre 4. 


savoir m = 1 ou 3 (mod. 4) selon que d = +1 ou = —1. enfin &, de sont les 
caracleres de m par rapport au nombre 8. savoir m == 1 ou 7 (mod. 8) pour 
+1. 223 005 (mod. S) pour <= —1: m 1 ou 3 (mod. 8) pour de = +1. 

5 ou 7 (mod.8) pour de= —1. Si pour un delerminant donne on veul 


[ormer au moyen de ce lableau les caracteres des genres, on prend la ligne 
. . . . \ . . . . m in 
horizontale qui eonvient a ce determinant: a tous les caracleres —., — 

p p 


m m » . s i 
a d. &, de qui se trouvent dans la ligne horizontale. on attribue 


gr ” . * ” zu Er 


ä 
les sienes + ou a volonte, avec cetle restrielion cependant que le signe 
compose des signes qui se lrouven! dans la premiere partie de la ligne dont 
il sagit soil positif. Si par exemple le determinant donne est D= — 35. on 
ıD=--35- PS, P=—35 — 1 mod. 4), S=1==1 (mod. 2). les nombres 
ie 2m : ; ER m m 
p. pP, ;.. sont 9. T. el les signes que Ion doit considerer sont 247 
Dela on obtient les caracteres 


1 m 
.- “ on 
+) 4‘ 


+ — 


il v a done deux genres de l'ordre proprement primitif. Dans le cas dont il 
siagit (et en general pour D = 1 (mod. 4)) il y a un ordre improprement 


primitif avec des genres qui ont les caracleres idenliques ä ceux des genres 
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de l’ordre proprement primitif,. les caracteres se rapportant dans ce cas a la 
moitie dun nombre quelconque represente par la forme. 

Pour faciliter limpression des tables jai introduit deux nouvelles 
lettres @ et 5 dont voici la definition. Pour tous les determinanls auxquels 
se rapportent mes tables ce. a. d. pour les determinants negalils quelconques 
et positifs non-carres depuis —100 jusqu’a +99 ainsi que pour les deter- 
minants negalifs irreguliers du premier millier le nombre des facleurs premiers 


designes ci-dessus par les lettres p, p', p' -... r, r', r" ... mexcede pas deux. 

Soit done q le plus pelit de ces facteurs premiers et g le plus grand lorsqwil 
. 2: . m ) IL 

ven a deux, je designe par a le caraclere et par 5 le caractere 

| | q | q 


Dans la colonne relative a Ja composition el portant Finseriplion Cp 
je represente comme ä lordinaire par lunitle la forme prineipale. par la 
lettre e une forme qui produit par la duplicalion Ja lorme prineipale. par 


les lettres d, e ... des formes qui la produisent par la triplicalion. la 
quadruplication ete.. de maniere que Fon at de =1. d- 1. el, f 1. 
y=1.4=1, =1,. j'—=1 ete. Les nolalions d, d, par exemple signifien! 


deux formes differentes dont chacune produit par la triplieation Ja forme 
prineipale. Je represente de plus par # la forme prineipale de Vordre im- 
proprement primitif et par oe, od... «des formes qui produisent © par la 
duplication. la triplication .... Dans l’önumeration des classes, jai loujours 
eerit en premier lieu l’ordre proprement primitif,. en le faisant suivre apres 
un trait de separation par llordre improprement primitif lorsqu'il existe. Dans 
chacun des deux ordres les divers genres se lrouvent separes Fun de lautre 
par des traits subordonnes. 

Pour les determinants posilils les periodes sont donnees par une 
abreviation facile a comprendre. Chaque forme de la periode ayant son 
dernier coeflicient egal au premier de la suivante cette valeur identique na 
ete imprimee qu’une fois, de plus les co6flieients exterieurs a, e des formes 
(a, b,c) ont ete distingues des coöllicients 5 en imprimant ces derniers en 
caraclteres plus petits. Ainsi pour le determinant 7 la periode de la classe 
principale (1,0. —7) est donnce par les nombres 

1, 2, —3, 1, 2,1, —3, 2%, 1 
qui representent la serie des formes 
(1,2,—3), (-3,1,2), (2,1, —3), (-3,2, 1). 


Londres. 6. novembre 1860. 


TE 
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able I des tormes quadratiques binaires avant pour determinants 





les nombres negatifs depuis D=—1 jusqua D= —100. 
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9, 1, 16J-1 
8, —3, 111- 
% 31H 
9, —1, 16J- 
2, 1,40I- 
8, —1, 10 
4, 1,20 
4, —1, 20 
Ss, 1,10 
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2 ang 
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D | Classes I« | Aıdle DE Cp | D Classes I« ß| Öd | & 10 Cp ' D | Classes I« Bi d | € [de] Cp 
56, 0,66 rn 1 “4 ı, 0,740-] | rf1 1—s1]1, 0,81 + +1 | 
3, 0,22]+- 1 me 3, —1, 25/4 +] %2 9, —3,10 + + g? 
7, 2, 101-+- e 9, —4, 1014 4] 4 3,1004) + Eı 
7, 2, 101 3 9, 4, 1014 +] k6 23,11—| |+ 
% — a 1.23 | + %k N „3 
| 
) 








| 1) 
Il, + Ir I 
u: 288 + +| 2 
I, 2,1004! | IT| k* 
92,104 | 141 [is 
6,—2,154 | + | fe 
Br 4 hk 
3, 1,29 rn.) 74 
2, 0,43I—| | |—| [%# 
3,—1,299—| | |—| Ir 
5, —2, 18 | | I—| | R® 
1, 0,87 | l 
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D Classes J« |? öl: de] Cpi D Classes I«@|2|J0 | Un D Ulassı «' 8 $ de] C 
| IP] 
ss 1, 0,8814 + I 1-92] 1, 0,9214 +1 ha 36] 1, 0,96 | 
4, 2, 2314 = C Y, 4,124 I+| | y? , 2,3 e? 
s. 01 e, „4,1214 |+| y 5, 2,20 
8, 4,13 ee, 2, 1,38 I—| y I, 2, 20 
-89] 1, 0,891 4, 0,234) | y 3.0.32 
9, 1,1014 m? 1 %01, 314 1 14 11, 5,11 
> 1, 181-1 im 331 1, 0,93 t | | | vB 3.15 2 
2, 1,454 ® 3, 0,31 I— e 7,—3, 15 
> R, 18 g in? } Be | | — _ 
g 1.10 H 110 >. 21, —1I e, cl 0,9 | 
q BET, 2 = 23% | Ci x, 1,49 f 
ı)« Ina | ker / 
3 4 m’ J4 ı, 0,94 \ 4, 1,14 e 
6, —1, 15 m 7, 2,144 | n (1,14 . 
[B 1.15 u ? 2, 0,4714 | ,* YSsI 1. 0.98 
. . « u l } . 
7. 3.14 m? 4, —2, 14 Bis 2 » 1,4 e? 
3, —1,30 Te 5 11 >73 j 2, 0,49 
—— ——— N .n { 
90] 1. 0, 901-4 + Hi 10, 4,11 "TER re 
9 0.101 — e? 10, —4, 11 re ) 3, 1,33 
. Ta. 5. 1,19 I II fi 6, 2,17 
is . x j e —_ - | | . _ _ 
7 ı 131 e3 >11, 0,95 | v 2,17 
z oh — 9,—2, 11 fr 31,3% Ä 
2 ” - . ss 9.1 | ‚ 9 1. 0.99 | 
Me | . 9, 2,11 FA 1, —1, 25 y? 
sul. ces 3, 1,32[-/-| | | . 48 ‚" 
ee ET 3 da 8, 3,13 1 i? 5, 1,890 j 
17 1, 0,914 + 8,3, 13 | i 9,0, ’ 
4, 1,2314 + 7 3, —1, 32 | 5. 1,20 
4, 4, 23 ir g” 3 1,48 | | | FR >, 1,58 G 
, 2, 19 y 8, 1,1244 | | To: 10, 1,10 0. 
7, 0,13 J irrt od mer. 
Fed 92 19 PN 10, 4, 12 | | | ” 100 E. (. 100 l 
Ma ei Bahn Ku 8, —1, 1214| +] | or‘ I. 0.» o2 
2, 1,4614 { 6 6, 1,16 4 1 7% eu - 
10, 3, 101- 4 || 4, —1, 24 | I | oi3 8 =, 13 
Bu: Pr 4, 1,24 | Di Killer A 
6b, I, 16 | | | Gi’ 
En " m | 1 
| | 





Table II des tormes quadratiques binaires ayant pour determinants 


les nombres positifs non-carres depuis D= 2 jusqua D-M. 






Cayley, tables de formes quadratiques. 








D "Classes eıpıdle del Cp Periodes. 
21 1,0—2 I | | JH 1 1 1, —4 1,1 
3 1,0,-3 IH H I Jı ] 1, —3 11 
ee I PIE et 
ai 1,0,—5 +| Bay great, 
Due | I 136 I 8-9 
| 10,6 | + 1 | + I ErmerT 
1,0, 6 | I I-fe H1,3,23,2,—1 
711 10-7 DI I I 14 5 1. 3,2, —3 31 Po 
“u | e at 
s170,-—5 | | ++ Ti | 1,2 —4, 21 
1,0, 8 + Je 1-1,3,4,2, —1 
[00 0 1,0,-10]+ | +) Jı | 13,—1,31 
..— | ee ein 8a 
11 1,0,-<-1114+]| |+ | Jı ] 1, —2331 
1,0, 1 | 4 ce 1,3,2,3, —1 
12] 1,0,—12 [+ |+| | [1 [ 1,3,—3,3,1 
4, Pi = 1,3,3,3, —1 
131 1.0 —13 1-4 u EEE TOTER T 
2.1, —6 + [I Io |] 3,3, —2,3,2 
14 1,0, —14 > 7 ei 41,3, 5,2,2,2, —5,3, 1 
1.0, 414 R3 e H41.35,3, 2,2,5,3, —1 
15° 1,.0,—151I4H+H+H | Jı T 1, —6,3,1 
1,0, 15 + | ec +1,36, —1 
.,—7. + 1 3,3, —3,3,2 
7 "ce, 1-2, 3,3,3, —2 
a 10-975 au wi urenT 
41,4 + To 2,3, —4,1,4,3, —2,3,4, 1 4,3,2 
ısi 1,0, 8 + | +1] 583,41 | i 
ı.® m + c 1,4,2,4, —1 
19 0 1,0.—19 + + | Jı | 1,,—3,2,5,3, —2,3,5,2, —3,4, 1 
1,0, 19 | | ‘ 1,4, 3,2, —5,3, 2,3, —5,2, 3,4, —1 
3201 1,0, —20 IH) + I Jı 1, —43,1 m i 
1.0, 20 ]-+-| c en 
1 1.0 214 | [x ı8 EEE PUERE ET ; 
“m | c 1,4,5,1, —4,3,3,3, —4,1,5,4, —1 
2,1, —10 I+ +1 TE | 3, —-6,32 
Ru BEE) 1 SEE ERBE SE 00500000 
2 10,224 | | Hit | 14-633, —2,43,2, 6,41 | 
1,0, 22 |-| | | |=je 1,563 3,42,4 3,26, 1,1 5 
23] 1,0, —23 +| + | 1 „u —7,3,2,3, —7,4,1 
1,0, 233 1-| e +1,4,7,3, —2,3,7,4, —1 
1 | 
1. | 
3, 
3 
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D Classes & | 310 | x Id Cp | Periodes. 
261 1, 0, —264+| | |+ l 6, —1,5,1 
3 v. 13 | r we 2,4, >,1,9,4, —24.5,1 5.4.2 
3a 1. 9,—2i IH wre 7y Tg 
Er 27 I—| ( 1,5. 2,5, | 
28] 1, 0,—28I+| | EEE EA et 
1.0, 28 | FEAT PE 
JO 4 0. — 29 | #1 1,5, —4,3,5,2, —5,3,4,5, —1,5,4,3, —5, 2,53, —4, 5, 1 
2. 41. —14- o 1-1,5,4, 5,2,5,3, —4,5,1,5, —4,3,5,, —5,3,4,5, —1 
0 1, 0 304 u unurz En 
., & 39 <hrct 
ec | | He, ...—17,3,3, 7,52 
2, 0 9% cc, 1-23,4,7,3, — 3,3,7,4,—2 
31 1 Ö, 311 56 6,1,5,, —3,5,2;5 3,4,9,1, —6,5, 1 
1.0 a1] «= Hm is8., 53.3 ri | 
331 1, 0, gel IE LA et 
1.0, 3 a ihr 
33] 1, 0, —33l- ® 1 1,5, —8,3,3,3,—8,5, 1 
1. 0, 33 1,5,8,3, —3,3,8,5, —1 
u he = ıi 235: —,3,6,,—452 
2 wu or... 6,4, —2 
34 1, 0, —34-+| | | FI 15-12, 051 
ee 4 e? LE it 
3, —1 11 e 1 3,5, —3,4,6,2, —5,3,5,2, —6,4 
; 1 11 e? 3,5,3,4 5.2.9 9,2,6,4 3 


- 
wie 
” 
a 
| — ) 
[ 
wi 
L 
+ 
_- 


2 1 
%, 1, 9 cc, |-2,5,5,5, —2 

m; 8-38 "I 17 Lo 161 WE 
s, I, d 3,4, —7,3,4,5, —3,4,7,3, —4,5,3 
3 1, —12 d? 3,4, 7,3, —4,5, 3,41 —7,3,4,5, —3 
Emmi | | | 15 5 So rt, Si 


| 


u ee | AD UND de de | de mi | 
— 
> 


0,384 | | 14] 3 1 ,,—2,6,1 
od, sd—| | | IFe I, —1 
0,—39++1+! | Ja 1,6, — 3,6, 1 
0, 39-14—| | Te 1,6,3,6, —1 


| Fu O x A u ae 2:9 
| N 2,5, i,2, J,0, 6,3,9, 2, 1,9, 








| 


401 

















0 40 - | | 14 | Pa 1,6,4,6, —1 
3 1,—13 | -| Icı |] 3, —8,43,5,—5,5,3 
3, 1, 130] 14 ei 2 22 2 JE Zee 1105 21 Diese BE 
a] 1, ,-Al4| | | | 1] 1,6, —5, 4, 5,6, —1,6,5,4, —5, 6,1 
2, 1,—20+]| | | | 6 1,6,5,4, —5,6, 1,6, —5,4,5,8, —1 
231 1, 0,—42l+4| || Ta 1,6, —6, 6,1 i£ N Ta re 
1,0 + Fe 1-16, —1 








| 
Bnen | 
0, — 21 Peer I+| ) Br Ci 2,6, En 3,6,2 
| un cc, I—2,6, 3,6, —2 
0, 43 +| +1 1 1,6, i ‚1,6,5, 3,4, 9,5, -2,5,9, 4, 3,5,6,1, 7,6, 1 1 
ber EEE | | . r 
| ( —1,6,7,1, —6, 5, 3,4, — 9,5, 2,5, —9, 4,3,5, —6,1,7,6, —1 


| a 
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D | ( I; ss | 3 fr v Y 
ISSt ( E VZE (el Cp | P erte m... m. 
441 1, 0, —44 7 771 | ge - 
Fe I | | T | 1 1,6, -5, 2, J, 3 T, l, 4, 1, 5, 3 2 S 6 1 
# 0, 44 | | | | c | \ 8 i k n ’ ‚dd, 
[51 1, eh 1-23 5,37, — 4 3, —5,2,8,6, 1 
1, zer IA rer aan 
Br 45 — ie a . 4 
3 4-1 e 1,6, 9, : De 79.0 4,3,9,6,—1 
, 23-1117 . ' 
ee I, —22 ö | | | | 0 2, I, 10, 5. 
9 DE ra | Eee ’ 5 
in x 1. 22 | T | | GC 2,5 10, 5 x -2 
b ‚m u 3 BE er ER ai ER 
ei 3:5 Du 1,6, 10,4, 3,5, 2,6,4 =) EN I,4,6,2 7,5,3,4 I0,: 
I, 0, 46l-| II | C 1,6.10 ne ri , o 
.E ——— 11 15 HE ET LE 6,4, 2,1 7,5,—3,4,10.« 
Id ı 0 Mm 1 + 1 + Ans de bu 
u 
181 1, 0, —a8 HI I+IFI7 nn 
nn | 
| | 3 
li, ©, 48 ee c 1,6, 12,6, —1 
(Be BL) ul a u | 3,6, —4,63 





















































1 
| 














u: 

eo 1 28 
2%, 1 3 
I, 0, —58 
2, 0, —29 
ey 
6 u 
I, 0, 60 
I, 0, 60 
E u 
3,0% 








ne 
Es | 

| 

| As 
1 
= a 
Eu | 

| | 

{| zw. 
Fr 1 
11-1 | 
Be 
| } 
Ed 
+ EREn 






































3,6,4,6,—3 


1; 8.7. 


3,6, 7, 


—B,1, 7,8, 
58,1, —7,6,3,6, 7,1, 


’ 
D ‚5, 9,5, 7,2, — 8,6, 
3,6, 8,: 4,555, = nuBe - 


ji 25,9, 4, d, 6,—5 
2,7,6,5, 


- 
‚5,9, 1, —5, 6,9,4, > 


-6, 7, 


Een m 


1 


—1,7 
#7, -4,5,8,3, -6,3,8,5, - -4,7,2 
-2, 4,5, 8,3,6,3, —8, 5,4,7.—2 
1,7,— 9,2,6,4, 6; ‚7,4 ‚—6,2,9,7, -1,7,9,2,—6,4,7,3.- 
2,6, —11,5, 5, 3,7, —3,5, 11,6, —2, 6, 11,5, 3,7,3,5, 
1,7, —10,3,5,7,—2,7, ,3,—10, 7,1 
m hun 3, — 7, „2,1 —9,3,10,7, —1 


‚4,9,5, - 
2 





9,7 


EEE 
_ 


1,4,6,2, 
I1,6,2 
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€ oe] Cp | 





h2 


63 


56 
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581 


69 


=] 
Pe 
- 



























































EEE m are zum nn em 
— 


























10.5, 


— 2,7, 14,7, —2 


> ” Is „ 
I -] -] 
> x > 
-—. 
-_— -_- 
em a y 
= > 
-] 
> 
PR" Law 


’ 
‚,—1,7,2 
2,75 457 2 
1,8, ‚8,0,8, 


J,5, 8,3, 4,4, 
„7, ©,1,8,7, 
1,5, 


1,8,2, 8, | 


3,6, —10,4,5,6, 


3,6, 10,4, —5,6 


oO 3.7.05 


WD — ie u dee Be — 
s » 
L ” j 

- 
_— 
- 
+ 
=. 


1,8, —6, 4,9, 5, 
1,8, 6,4 } 5 
2,8, — 3,7, 7,7, 
2,8,3, 7, — 7,7 


„97 9,1,8,7, 


6, >, ©,8, S, 5, 


1 
1.8, 12,4, 9,6,8 2 


„8 13, 5,4,7, 





’ 


2,7, —14,7, 


1 
. 
— 
e> 
P 
ıW 
- 
. 


‚8,5, J,D, „0, eu Pr Dr 
8, l, 


4,7,4,5, 
+) . 
Au 


‚11,6, 
‚—10,3,6,3, 
2,7,10,3, —6,3,10, 7, 


- £ 
Jy 9, 9.4 


- ) + - 
“yiy 12,5, iz 


1 
1,8,13,5, 4,7, 


p 4 u 


8,7,2 


4,5, 10 


11,6,3,6, —11,5,4,7, — 5,8, 1 
3,6,11,5, —4,7,5,8, —1 


- % 


Ad 

> 

nz 

„—6,8,1 

ct 
7,2,7, —11,4,5,6, —7,8,1 
2,7,11,4 3.6, 7 | 


3, —9,6,4 

3,9, 6, 4 

-8,1,9,8, 1,8,9,1,—8,7,3,8, — 3,7,8,1, — 9,8, 1 
3, —8,5,0,7, —4,5, 12,7, —2,7,12,5, —4, 


4.5, —12,7,2 


FE - BETTER 1 RE — 1, ur 10,51 
2,8, —5,7,5,8, 7 5.3 
1,3, —11,3,6,3, —11,8,1 
‚s,11,3, —6,3, 11,8, —1 
‚7, — 13,6, 3,6, —13, 7,2 
— 2,7, 13,6, —3, 6, 13,7, —2 
5, —12,4,5,6, —8,23,9,7,—3,5,4,8,—3,7,9,2,—8.0,5,1,— 12,8, 1 
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| Ulasses |« 10 [8 10: Cp Periodes 
.is| 1, 0, -TSIHlH +1] 15, —14,6,3,6, —14,2, 1 
I-1. 0, 78-|+ I—| e 1,8, 14,6, —3,6,14,8, —1 
| 2... —38 | r 1 2,8, —7,6,6,6, ae: 
| 2 0 391-4 | ce, 2,3, 7,6, —6,6,7, 2 
Eh a BER ER. nein © Allee son Sec hr Mile in ER, ; 
= u +) | 1 1,8, —15,7,2,7,- 15, „1 
3. —4 261 - I e? 3,8,9,7, —6,5,9, 4, —7, 3,10,7, —3 
3, i, 26 { + e* i 3,7, 10,3, —7,4,9,5, —6,7,5,8, —3 
3, 1, —%6 | e 3,,—10,3,7,, —9,5,6,,, —5,8,3 
. © | e? 1,8, 15,7, — 2,7, 15,8, —1 
| 3;—1,—26—-| || | Je] 38, —5,7,6,,—9,4,7,3,—10,7,3 
Sl 1 0 S0l-+- - ) l,s, —16,8,1 
I, 0, sol+- + fe 1,8,16,8, —1 
, 2 191 t C 4,6, —11,5,5,5, a, 1 
u. EM Lee, ‚6, 11,5, — 9,5, 11,6, —4 
s 1. 0, —82 + | 1,9, —1,9,1 
I 2, 0, —4H u: e 2,8, - s. ‚9,8, —2,8,9,1,—9, 8,2 
e 3,8, ar 3,5,6,4, —11,7,3 
3 ) 27 | e3 3,7, —11,4,6, 8, 377,114 6,5,3 
Sn I. 0 83l-- | 1,9, ‘ 2,9, Pr 
. 0. 8 c +-1.2,—1 
S4 | 0, —84 +14 | £ 1,9, 3,9, 1 
I. 0, 84 | 1,9,3,9, —1 
1 0, — 2114 | er pe WE ),8,4 
ı 0 2 | ct , |—4,8,5,7, —7,7, 5,8, —4 j 
) | 0 en) r| | = -4,7,9, 2, erw 1,4,4,7, —9,2, 9,7, —4,9,1 
. u | 5,5, —12,7,3,8, — 7,6, 7,8, —3,7,12,5, —5,5,12,,,—3,8,7,6.— 7.8 
3,7,—12, 5 
, BL 6 2,9, —2,0,2 Far 
10. 5, 6 Frau 10,5, —6, 7,6,5, Bi. 5,6, 7 7, —6, 5, 10 
Ss6l 1, 0,86] | 44 I 1,9,—5,610,4,—7,3,11, ey 5,9,1 
0. 86 | e 1,9, 9,6, a . An, 5,2,» 11,3,7,4, —10,6,5,9, —1 
"7 1, 0, —871ri4-+ u Te 
1 0. 87 ec 1,9,6,: l 
2, 1, —43 I-+ co 1 39, —3,9,2 
2, 1, 4341-1 ce, 12,9, 3,9, —2 
SS] 1 0, —88 HH 71 1,9, —7,5,9, 4, 8,4,9,5, 7 9,1 
1.0 8 [+ Fe }+1,9,7,5,—9,4,8,4, —9, 5, 7,9, —1 
, 23, —21l+|] | ci 4,5, —13,7,3, ad 13,6, 4 
EM =} ce, 14,6. 13,7, Kae ‚7,13,6,—4 
sl 1, 0,—-8ol-] | TTı I 1,,—8,7,5,8, en —1,9,8,7, —5,8,5,7,—8,9,1 
auge * 4411| | 5 u | 2,9, ‚„, 10,3, —8,5,8,3, —10, 7,4,9, —2,9, 4,7, 10,3, 8,5, — 8,3, 
| IR UUE 
90 1, 0, —90+-1+ EI IT I 1,,—9,9,1 
I. 0, 90-4 e 1+1,»,9,9, —1 
ı Ce, 2,5, —13,5,5,5, —13, 8,2 
2, 0, 45+ "ce, |—-2,8, 13, 5, —5,5,13, 8, —2 
9 1. 0.-—9 EErET 10, 1, 9,8, —3, 7, 14,7, —3,8,9,1, —10,9,1 
1.0, 9 ec 11,9, 10,1, —9,8,3,7,—14,7,3,8, —9, 1, 10,9, —1 
2, 1,—45|+ | ec, 1 39%, —5,6, 11,5, —6,7, 7,7, —6,5, 11,6, —5,9, 2 
2 1. 45 cc, -2,9,9,6, — 11,5, 6,7, —7, 7, 6,5 5, -11, 6,35 % 2 
| | | | 
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D Classes 


« | 3|0| & 10% 


Pe 


’ıode 


I. 





92 1, 0,924 |+ 
—1, 0, 9- 


VE) Ba Far ar nun 5 
































96 





_ 





er 


I 2» vi» 
|“ u |“ > > r 
ERS 
pm 
ge; 
| 
—- 








sul 1 dB er N BEN ı BED ı Be u EHEN BrWEE Nr 








1,9, 11,2,8,6, 7,8,4, 8, 


,6,0.2,- 


11, 


9,1 






































1,1881 


1,9, —13,4,6,8, —5,7, 9,2, 
9,7,- >, 8,6, 4, B 13,9, 1 


1,9, 13,4, —6, 8,5,7, — 9,2, 10, 8, 


9,7,5,8, —6,4,13,9, —1 
1,0, 14,55, 14,91 
1,9, 14,5, —9,5, 14,9, —1 
2,9, —7,5,10,5, —7,9,2 


2,9,7,5, —10,5, 7,9, —2 





1,9,15,6, —4, 6, 15,9, —1 
3,9, —5,6, 12,6, —5,9, 3 


3,9,5,6, —12,6,5,9, —3 


1,9, —15,6,4,6, — 15,9, 1 


1,9, —16,7,3,8, —11,3,8, 5, 


16,7, — 3,8, 11,3, — 8,5, 9,4, - 


2,9, —8,7,6,5, —12,7,4,9, 


12,7, —4,9,4,7, —12, 5, 6,7. 


1,9, —17,8,2,8, —17,9,1 
1,9, 17,8, — 2,8, 17,9, —1 
2,9, 9,9, —2 
7 10,3, 9,6, —7,8,5 
‚8, —7,6,9,3, —10, 7,5 


-1,9,18,9, —1 
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10,8, 3,7, 


9,4, 9,5, 
9,5, 8,3, 


4,7,12,5, 


8,9,2 


19.8, 3.8, 


> 3.18.08 


9,3 


6, 


‚sta, 
2.2, 3.7; 


7,8,9 


12,9, 


e 1+-1,9,11,2, —8,6,7,8, 4,8, 7,6, —8,2, 11,9, —1 

1 1,9, —12,3,7,4, —11,7,4,9, —3,9,4,7, —11,4,7,3, 

c -1,9,12,3, —7,4,11,7, —4,9, 3,9, —4, 7, 11,4, —7,3,12,9, 
6 2,9, —6,9,2 

GC 2,9,6,9, —2 


3,7.16,u 


16.9 
=.9. 


1 


! 


10.2, 


10,2, 
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Table III des formes quadratiques binaires pour les treize deter- 
minants negatıfs irreguliers du premier millier. 













































































2 Classes « | 3 | 0) | € Cp | D Classes «& | ß | 0 € Cp 
36 I, 0, 5764| ++] 1 | 884 [1, 0, 894 +++] fi 
= 9, 0, 64]; | ++ e? | = 13, 0, 68 111 6” 
314, 2, 1485|+| |+/411 e2 | 09401214; 0, 221l++ +1 Je: 
7, Br | Fr ER 0 5 +++] fe?i® 
— 1 r | 2 
9,3, 65|-| ++] e | 23, 4, 36444] fi? 
9, 3, 65[-| ++] e’ | 5, 4 Butt fie 
17, 6, 36 | + +J ee? | e 4 = 2er er 
17, —6, 36 ++] e3e2 ‚ —4, 100044 1+ e?i® 
’ 3. en  TM.U0 
3,3, 454) +1 e, | 5, 114 i 
16, 4, 371-4 + ee 24, —2, 37I-1—|+] 1 is 
13, —3, 4514| 1 +1-| e} | 20, 4, 45-1 — e?i 
16, —4, 37-4 | H—fe?et | 24, 10, 411-1 —|+ At 
2 hun) AUDE En} e 
u u m ht 
20, 2, 29 fee | A a re 
20, 2, 29- +-[eer | 24, —10, 41I-)-/+| je?i 
DE IE}. 2, 116|—| |+1—] e?e? 0, 4 45]- 1.77 = 
580 11, 0, 5801-- ++ Fi % . 4 88 |7) u 
— | 91sl4+/+ [e: et Bee 
145 (2)? 5, 0, 116 [+1 e? u ö ee ( 2173 3 > “ 
- 20, 0 29 N 1.3 e? e ie 2" > H : ee 
= —_ | r nn 7 17T e 
6 2% 9 + fe | 5, 1, 59-4 eis 
8, 2, 73 pr e? 15, 1. 59[— + e?i? 
17, 7 3 -/ Lee? | u 3 al-- es; 
er | fee? | 7 ie 
4 27, —13, 3941 —| ei 
4 oı = | 173 de 3, 1, 2951 —| ei’ 
: > | e?e, y bi s; 
19, —3, 314 |—| |e: > . . H | 245 
ss, 5, 55 | e* ee 12, Be; 751-1 | | ei3 
23 8, 28 - ee, 23, 6 40-4 —) ei? 
1, Al, BI ed 3, —1, 2954 — e3i3 
7, 41, 83—-|+|- ee; 27, 13, 39)+ —ı ei? 
23, —8, 23-I+[—-| [e?e? N Meer ZuRURnm r 
BUBEN „0: MED. SR Oh I2. 06 DEE BR —900 1 0, 90014 41 + 1 
S20 1, 0, 820141 +1-H| 1 6 9, 0, 100|-4- -—- -: e2 
— 3,0, 164+-/+/+| Je? ramıl & 0, 2254| e? 
205 222, 09, AH ++ e, 180’, 0, 36l-- -| ee? 
4; 4, 0, 205] + + e? ei 9 3 4011- a4, a u 
3, 5 8t-I-|+| Te | 9, —3, 1011-4 e3 
13, 5, | +! e3 | 29, —12, 36 N ee? 
17, —8, 52-1 +] | ee? | 29, 12, 36. + ee? 
7, 8 59-|-|+| [etei | 17 I, 53 
ji or ) » e 
1, % 7% fe, 8, —2, 113-4] [ee 
19, 4, 44|- Ä ee, | 17, —1, 33 + les 
er e? 8, 2 113 —-|-+ e2 03 
er 15 a Bee — 
23, —10, 401—-.| ee, | 25, 5, 37 +|- I+ a 
8 2, 103I— 4 ed | 25, 5, 371-4) I+ er 
8 2, 1031 |- ee? | 13 6, 721-4 | e3e3 
23, 10, 40)-|+)- ee I ——i 1  — 
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D Classes a | ß | d | € Cp | D Classes a\Pp|\d Cp 
—245 |1, 0, 24314 ' fi | —459 1, 0, s59+-1+I | 
— 7,3, 364 | | d ii —- 9, 3, 52144 d 
7, —3, 36-4 | d? g 3, 52 ya 
3(9 2 ) ’ | | | BB 2 J, 0, x | d 
, 1,1614 | | Ja, BE er HIER d, 
13, —2, 19- | da, | u, —, 3 | dd, 
9,95 284 d2d, | 13, 3, 36-411 d?d 
4, —1, 161]|-4- | d? | 4, 1, 115 d? 
9, —3, 2814 | dd? | 13, 3, 36i- | dd? 
13,2, 1914 ı 1.445 19, 4, 2514 d? d: 
2, 1, 122]+ 'I1o . 0% m e 
14, 3, 1814| | | [od 20, —9, 271 cd 
| 14, —3, 18[+| | | od? 20, s. u cd? 
—307 11,0, 307)J4) |; Ja 11, 5, 44 ed, 
se A # 44 “- d | >, 1, 92 cdd 
42] —1, a4] | | Je | 20, —1, 23] cd? d, 
30741 4, 1, 771- | d, | 11, 9, 441—| ed; 
11, —1, 2814 Ja | 20, 1, 23 edd‘ 
17, 4, 19 u d?d, | >, I, cd’ d 
4, —1, 77- d? | 2, 1, 230 we: 
17, —4, 19- dd? 18, 3, 261-4 od 
11, 1, 284) | Pd | 18, 3, 2614-14 od? 
2, 41, 1544| | o | 22, 5, 221-| 7 
14, 1, 2214| | | od | 10, 1, 46 cd 
14, 1, 22 | | od? | 10, I, 46 cd? 
359 11 0, 33914- 1 | 67511 0, 651-4 i 
. Km d E. 9, 3, 76-4 d 
ol 7, 2, 49-+-- d? Bo... 9, 3, 76 | d? 
339 (1) 4, ı.. 5 + d, | 3(15 4, I, 169 + - d, 
15, 6, 25] dd, | 25, —10, 31]++ dd, 
13, 9%, 28I-+|- d’d, | 19, 3, 3614 + d? d 
4, I, 85 | di | 4, 1, 16914 d? 
13, 3,28 +! dd? l 19, 3, 364-4 di? 
15, —6, 244) Ad | 35, 10, 3144| d2d? 
3, 0, 11l-|- c | 30 2l- i 
20, 95 2i—1—I cd 27, 9, 28l- cd 
20, 9, 211-—| cd? | 27, 9 28+ od? 
12, —3, 29—|—| cd, | 13, 1, 5214 cd, 
9, 1, 68I—|—| cdd, | 95, 5,28 cdd, 
17, 1, 20 | cd? d, | 2 2. 9 cd? ii, 
u 3 8-/-| |) 14 | 3, A, + cd? 
17, —1, 20-—) | Jedur | 7,2, 974) | [eda? 
5, —1, 68l-1—| | Jed2a? | 35, 5, l- cd? d 
2, 4, 1702)+1 | Jo | 2, 1, 338 6 
14, I, 20I- +! | od | 18, 3, 381- | ad 
14, 5, 2644 | Jod | 18, —3, 3844| u" 
6, 3, 98 | | 2 | 26, » 26 + | Gt 
10, 1, 34—|—| ocd | 14, >, 901- cd 
10, —1, 341-|—| | Joca | 14, 5, 50I-+! cd 
5 | | 
| | 
| 
| 
| 
| 
| 
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0. 755 Cp | 
99I-+1—- | |! } 
9. al r | Glemes_ Tas C 
9, 444 d | 1, 0 . pP 
1sl4 > En: 0” sol Ida 
-8, 39 + d, g, 100 48 d 
2, 69414 4 % 223l+ H 2 
1. 189 d2d, 31, H + d, 
—2, 69 Hi d] 25, 36 ra + dd, 
8, 394 dd? 4, 993l.ı * did 
0, 1511+ d?d? — 36 ++ d? ö 
-1, 84 + e 31, 36 H | dd? 
1, 841-1 {| er d 11, £ a a3 d?d? 
5, 39-44 vi 20, —7, 2 sam c 
12, 314 + ed, | 20, FR cd 
1, 361+ A u | 23, 44 mer cd? 
5, 3944| a | 20, 45 7 ed, 
1, 36-4 +1 ed | 5, 179 Tr cdd 
12. 31lı e? dd? 23,. u. 2) 
l + 2 a| ne. 44 nu cd? d 
I, 28-1 | 2 d a? 5, 179 cd? f 
9, 921- F | 0, 451-4 cdd? 
1, 232 en | ?, 1461 ed’ dr 
I, 108] ed? | 18, sol 1 ya 
2, 33 ed, | ww —3, % Eu od 
5, 651 edd, | 22, mM WET od? 
13, 331 ed?d, | 10,3 = + oc 
9,60 ed; | 10, z 9 Tr ocd 
—1, 63 edd? | n - ) Fir 043 
3, 8 ed? d? | 18. 0, 974 +| | r 
1, 252 “ | 18. = 39 +| II d 
. 92 . | 34, 7 I) +| | Fur 
-13, 33 - d2 | 30, — 14 33 +| IL d 
1, 8 ed, 0 
5, 60 ur dd, 91. » 66+ HE 
1, 108 »d2d, > zer H Er 
e , we j 
3 65 era ı 30, 14, 66 + dd? 
5. u : dd? | 2 ‚ 39I+) + 12! b 
rn a n er 5: Do 
' | A. + | | 
9, 3814 ” 9, 4. 110 | + e?d 
"I 38I+ + au | 25, - ri 3 u + e? .d? 
3, 7 + + | w“ | 15, 1. = + + e?d 
1, 42 id) 0. | 30, Fu 33 rn + e2 dd 
u er | 20, 4 lt) | [He2de 
1, 5a | ae? d? 30, ri Tr lıleau: ' 
- | | — er ’ 33 +, I; “ 
9,  30-—| uch 15, —1, 65 H + e? dd? 
£ l, 1261 - | ed | 27 5 r | + e2 d? d? 
I, 54 ved? | 2. 371 Fr BEER, 
1, 1261 — | oe | 6, 9. = | | ed 
=» 30 ed 5, 1 1951| i—] ed? 
En j oe? d? | 11 ’ 3) | | ” nr 
1 | ’ 4, 901 | |_ rn. 
| | || edd, 
10, 4, 99 | | ed? d 
| | 26 2 | ed? 
| 22. ‚43 | L. 
| | a7 4, 45 wei 
| | BC 
| | ne Tun n* 
| vorm [ea 
| ’ 4 99 | e3 d? 
22 ’ Js Br | 
| 96, -4, 45 | Pi ı 
| | 6, —12, 43 | e2ad, 
| .. 1, 195 | e “ d, 
| | 1 | ed 
| | Ze 0-1 | Je dd; 
N — Ka d? 
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Note sur l’elimination. 
(Par M. A Cayley.) 


\ 
Soient U=(a,...)(z,y)”", V=(b,...)(x,y)* des fonctions homogenes 
quelconques des degres m et rn respectivement. Denotons par (x,y)* la suite 


entiere ou seulement une partie de la suite de termes «#, ar 'y, ... yP, et 


i 
en prenant 6 m" —n, formons le determinant 

a un t na y/ 

ı(, y) U, (2, y) ) - 
Cette notation signifie qu’en supposant les suites (x, y)" "U, (x,y)*"V com- 
posees respeclivement de p et de q termes et posant p+g=s on forme le 
delerminant 


f 


2, : yı)“ m U, i (z', Yyı)“ — N F; 


| 
I\ 
| . 


(x, y,) m U e (#;; y.) rn V, 





dans lequel les differentes lignes (chacune composee de s termes) sont ce que 


\0- 


devient (x, y) "U, (z, y)”"V, lorsqu’on y substitue (@,. 91), (&2.» Ya)» -. (2, 9.) 
successivement au lieu de (x, y). 
Le determinant que je viens definir est divisible par le determinant 
(2, y)""}, 


notation qui est equivalente a: 


et dans laquelle (x, y)' " denote la suite entiere des termes =", "y,..y" 


Nous obtenons ainsi une equation 

I@ WU, Wer} 
(N 

ec. a d. que le quotient est du degre p par rapport aux coefficients (a,...) 


(2; b) y,), 7 % 





ige \pf mass \0 
= (8...) (0,...) (2) 


du degre g par rapport aux coeflicients (b,...) et du degre d—s+1 par 
'apport a chaque systeme de variables (2. Yı), -»- (,,9,). Or en supposanl 
U,=0, Y,=0, on obtient 

Ber N 


l f > U-—- 1.1 | 
+ : 
equation qui subsiste quelles que soient les valeurs des variables (2, y:)...(x,, y.): 


cela donne une suite de (d—s--2)"' equations chacune de la forme 


= (8.108: N Nu 
En considerant un systeme queleonque de #—-s-+-2 de ces equalions, pour en 
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eliminer tous les termes de (z,,yı)°**', on obtiendra ou l’equation identique 
0=0, ou une @quation de la forme 
F- (a, e Reli (b, gr N ‚en —( 
ou F sera un determinant de l'ordre 9—s-+2, chaque terme etant de la 
forme (a,...)?’(b,...)2. 
Cela pose il est evident que F contiendra comme facteur la fonction 
O=(a,...)(b,...)” 
qui est le resultant des deux equations U=0, V=0. En particulier, on 
aura les deux cas que voici: 
1. Soit d=m-+n—1, et supposons que (z,y)" "U, (x,y)”"'V, de- 
notent les suites entieres 
LE 0 FE u FE ne 5 an ı FE a 6 
nous aurons p=n, g=m, s=m-+n, 0—-s+2 —=1. et dela 
Fr »40.:.708:..7, 
done # =D. On voit sans peine que l’on obtient de cette maniere le resul- 
tant TO. sous la forme d’un determinant de lordre m+n, le möme que l’on 
oblient en eliminant les termes de (x, y)” "" entre les equations (x, y)" "U—0, 
(2, 9" V-0. 
2°. En supposant mn», on peut prendre d=m, ce qui donne pour 
(z,y) "U le seul terme U. Reduisons aussi (z,y)”"V au seul terme 
2“ y""*V (e designant un nombre entier arbitraire entre O0 et m—n) c.a.d. 
au terme x=”""V ou y”""V dans le cas des deux valeurs extremes de «@. On 
a ans p=1, g=1,s=2, et dela 
Fiese: .) 
Done F=(a,...)””" "DO. e.a.d. que l’on obtient le resultani TI affecte d’un 


\n 


ER 


\m 


facteur (a,. 
l’ordre m—n par rapport a ces coefficients. L’expression de ce facteur peut 


..) “qui ne contient que les coeflicients de U, et qui est de 


elre trouvce assez facilement. Dans le cas du terme x” V, c. a. d. pour 
@—=m-—n, le facteur sera k”"" (Ak designant le dernier coefficient de la suite 
(a,...)) et dans le cas du terme y””"V, c. a. d. pour «=0, le facteur sera 
a”, Mais en supposant m=n» on a tout simplement F=UD, ce. a. d. que 
l’on obtient le resuliant sans facteur etranger. C'est sous cette derniere forme 


que jai presente la methode abregee de Bezout dans le tome LI, p. 366 
(1857) de ce Journal. 
Londres, 17" decembre 1861. 
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Ueber die richtige Werthbestimmung der Constante 
des Integrallogarıthmus. 
(Von Herrn Z. Oettinger zu Freiburg i. B.) 


D:. Constante des Integrallogarithmus und der harmonischen Reihe 
hat bekanntlich denselben Werth. Dennoch werden hierfür von Mascheroni, 
Gauss, Soldner u. A. verschiedene Werthe angegeben. Euler (Act. Acad. 
Scient. Petrop. p. A. 1781 P. II, pg. 45 et sqq.) giebt folgenden an 

C = 0,577 215664901 5325, 
Mascheroni (Adnolt. ad Euleri cale. integr., welches Werk mir aber nicht zu- 
eänglich ist, weswegen ich auf Lacrois Traite d. cale. diff. et int. T. II, 
Pg.521 und auf Bessels Aufsatz (Königsberger Archiv S. 4) verweise) 
C = 0,577 215664 901532860618 112.090 082 39. 

Soldner (Theor. d’une nouv. fonct. transe. Muniec. 1809, pe. 13) 

C = 0,577 215664 901 532560 6065, 
Gauss (Comm. soc. reg. Scient. Golt. rec. V.U ad. A. 1811—13 T. II, p. 36) 

C = 0,577 215 664 901 532 860 606 53. 
Ausserdem findet sich dort folgender, auf seine Aufforderung von Fr. B. @. 
Nicolai doppelt berechneter Werth 

C = 0,577 215664 901532860 606 512090082 402 4310421. 
Bretschneider giebt in diesem Journal Bd. 17, S. 260 den von Mascheroni mil- 
getheilten Werth mit der Bemerkung an, dass er von Kramp aufgefunden sei. 
ohne den Ort, wo er sich findet. zu bezeichnen. 

Euler, Soldner und Gauss haben den Werth aus der Summe der 10 
ersten Glieder der harmonischen Reihe berechnet, Mascheroni aus den 100 
ersten, Nicolai doppelt aus den 50 und 100 ersten Gliedern. Die Gleichung. 
welche zur Rechnung dient. ist bekanntlich 


a re Hr en 4 Ei Ba. | ud AB... 9 
j f en 2n’ 4.n*  6.n° s.n’ 
' 1 
wenn S, = 1+4-+4-...+— und B,.. B,. B, ... die Bernoullischen Zahlen 
—— “ n 7 - 
bezeichnen. 


Die Werthberechnung ist mit grosser Mühe verbunden, weil man die 
Summe der ersten 100 Glieder der harmonischen Reihe darzustellen hat, um 
mit Sicherheit eine Entscheidung geben zu können. Die Arbeit lässt sich je- 
doch nach folgender Methode sehr abkürzen. 
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Bezeichnet man die Summe der » ersten ungeraden Glieder der har- 
monischen Reihe durch 


Sn —1 =— 1 + 4 - H -H- ... - FE NL EIER 


und die der » ersten geraden durch 48, =41+-1+1-4..4 so hat man 


folgende Beziehungen ” 

2.) Su =S,1t+39, und (3) Su. Sant 4S,. 
Nach diesen Gleichungen redueirt sich die Summirung der 100 ersten Glieder 
der Reihe nahe zu auf die Hälfte der Arbeit. Man kann nämlich von den 
sechs ersten Gliedern (S;) und den 6 ersten ungeraden (S,.) auf S,,. hierauf 
nach N°.3 auf S,,. und dann nach N°.2 auf S,, und S,„ übergehen. Die 
Rechnung wird dadurch erleichtert, dass nur wenige Glieder auf Decimal- 
brüche von sehr grossen Perioden führen. 

Da bisher die Summen. worauf die Glieder der harmonischen Reihe 
führen. mit Ausnahme von $,,. so viel mir bekannt, nicht mitgetheilt sind. so 
sollen folgende, auf 42 Stellen berechnet, hier stehen. wodurch Gelegenheit 
geboten ist, die Richtigkeit der von mir gefundenen Resultate mit geringer 
Mühe nach N”. I prüfen zu können 

Su = 2.9288 253 968253... 
\s. : 3.997 739657 143681 911 483769 068 908 387 793836 711. 
(4.) (85 = 9.815958 177753506 869 134 813 676 474734490 618190. 
S;, = 4.499205 338329 425 057 560 471792 964 769 091 970601. 

Sum = 9.187377 517639 620 260 805 117 675 658253 157 908971. 
Hieraus habe ich nach N’. 1 folgende Werthe durch die Summe der 10. 20. 
>0 und 100 ersten Glieder der Reihe gefunden 

© —= 0,577 215 664901 532860581 
Pr \c — 0,977 215 664 901 532 860 606512083 
9.) X = 0,977 215664 901 532 860 606 512 090082 402 419 
C = 0.5977 215664901 532 860 606 512 090 082 402 431042 159. 
Der erste Werth ist auf 18, der zweite auf 25, der dritte auf 34. der letzte 
auf 40 Stellen richtig. Die vorliegenden Werthe stimmen bei vierfacher 
Rechnung unter sich und mit den von Gauss, Soldner und Nicolai berechneten 


überein. Hiervon weicht der von Mascheroni, Bessel, Lacroix und der in 
diesem Journal angegebene in der 20—22 Stelle ab. Er ist daher wohl als 
unrichlig zu bezeichnen. 


Freiburg, im October 1861. 
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Ueber die Identität der Prismatoide mit den 
Trapezoidalkörpern. 
(Von Herrn E. F. August.) 


In 45" Bande dieses Journals (1853) pag. 239 habe ich die Aus- 
messung der Körperstumpfe nach der Formel 4 (4M+-@-+-K) behandelt, und 
zugleich theils auf das Programm des Cölnischen Real- Gymnasiums von 1849. 
in welchem diese meine Entwickelungen schon enthalten waren. theils auf den 
seitdem erschienenen dritten Cursus meines Lehrbuchs der Maihematik ( Berlin 
bei Georg Reimer 1854) hingewiesen. worin die elementare weitere Aus- 
führung sich findet. Ich nannte im Allgemeinen jeden Körper einen Körper- 
stumpf. der aus einem anderen Körper herausgeschnitien ist durch zwei 
Parallelebenen,. die keinen Eckpunkt desselben zwischen sich haben. Bei 
ebenflächig begrenzten Körpern wurden diese Ausschnitte. selbständige be- 
trachtet. von mir Trapezoidalkörper genannt und die Ausmessung derselben 
auf die Ausmessung stehender, hangender und schwebender Pyramiden zurück- 
geführt. aus denen alle solche Körper zusammengesetzt sind. wodurch sich 
die Allgemeineültigkeit der obigen Formel für die Grundflächen @ und K. für 
den Mittelschnitt M und die Höhe Ah sehr einfach ergab. Ich habe ferner die 
Ausdehnung der Formel auf die Kugel und sämmtliche Umdrehungskörper der 
Kegelschnitte ganz elementar nachgewiesen. Die Arbeiten meiner Vorgänger 
in diesen Untersuchungen habe ich gewissenhaft angegeben und die Wichtie- 
keit des Satzes für die Elementarmathematik mit dem Wunsclie herauseehoben. 
dass er in die Lehrbücher übergehen möchte. wie ich ihn in das meinige 
aufgenommen. Nun hat Herr Professor Dr. Theodor Wittstein im Jahre 1960 
eine Monographie herausgegeben (Das Prismatoid, eine Erweiterung der 
elementaren Stereometrie, Hannover 1560.), in welcher er den Körperstumpf. 
den ich Trapezoidalkörper genannt hatte, als Prismatoid in die Elementar- 
stereometrie einführt und, wie er meint, als eiwas ganz Neues. Recensenlen. 
die eben so wenig, wie er selbst. die Vorarbeiten kannten. haben dies ihm 


bestätigt und in dem in diesem Jahre erschienenen Lehrbuche der Elementar- 
Mathematik (Hannover 1862. Zweiter Band.) spricht sich Herr Wöttstein in 
Journal ffir Mathematik Bd.LX. Heft 4. 49 
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demselben Sinne aus, obwohl er Einiges über die früheren Bearbeiter des 
Satzes. jedoch mit Uebergehung meiner Arbeit, in der Vorrede erwähnt. 
Ich muss es den Mathematikern, die mein Lehrbuch in dieser Beziehung mit 
dem seinigen vergleichen, anheim geben. zu beurtheilen, wessen Beweis- 
führung die einfachere ist und wer zugleich den Gegenstand am Erschöpfend- 
sten behandelt hat. Dass aber in meinem Lehrbuche der Satz zwerst als 
stereometrisches Element enthalten ist, darf ich wohl mit Sicherheit behaupten. 
Ich glaubte der Sache und meinen geringen Bemühungen um dieselbe, auch 


diesem Journal, das meine Abhandlung veröffentlicht hal, diese Erklärung 


schuldig zu sein. 


Berlin. im Februar 1862. 
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Zur Lebensgeschichte des Mathematikers 
Ludwig Immanuel Magnus. 


Das Jahr 1861 hat aus der Reihe der hiesigen Mathematiker in 
Ludwig Immanuel Magnus einen Mann durch den Tod ausscheiden sehen, 
dessen nützliches Wirken für die Wissenschaft und deren Unterricht vor- 
nehmlich im Bereich der analytischen Geometrie den Fachgenossen bekannt 
ist. Weniger bekannt ist es, dass derselbe sich unter den grössten äusseren 
Hindernissen zu einer Zeit. wo die mathematischen Studien in Berlin völlig 
darnieder lagen, fast ohne alle fremde Hülfe durch eigene Kraft zum Ge- 
lehrten gebildet hat. 

Die nachfolgenden Zeilen, welche die Redaction befreundeter Hand 
verdankt, geben in dieser Beziehung sowie überhaupt für die Lebensverhält- 
nisse des Verstorbenen einige Anhaltspunkte: 

Ludwig Immanuel Magnus wurde am 15" März 1790 zu Berlin oe- 
boren. Nachdem er [rüh seinen Vater verloren hatte, wählte er, dem Willen 
seiner Mutter gemäss, den kaufmännischen Beruf. Auf der damaligen Handels- 
schule zu Berlin vorbereitet, trat er sehr jung in das Handlungshaus seines 
Oheims. Die ihm daselbst obliegenden Arbeiten nahmen ihn so sehr in An- 
spruch. dass er häufig die Nächte zu Hülfe nehmen musste, und dennoch liess 
ihn sein Drang zur Mathematik auch unter diesen Verhältissen Zeit finden. 
den Euclid gründlich zu studiren. 

Als im Jahr 1813 die preussische Jugend zu den Waffen eilte, trat er 
als Freiwilliger zu Breslau in die Artillerie ein und wurde von dort bald 
nach Neisse gesandt und zum Feuerwerker befördert. 

Nach dem Frieden fand er in einem anderen Berliner Bankhause eine 
für sein wissenschaftliches Streben günstigere Stellung, welche ihm gestaltete. 


in seiner freien Zeit an das Studium der höheren Theile der Mathematik zu 


gehen, wobei er sich — mit Ausnahme eines Versuchs. einen Cursus der 
Infinitesimalrechnung bei dem damaligen Gymnasial- Professor Lubbe durch- 
zumachen — lediglich auf Selbststudium beschränkte. 


Um jene Zeit kam er in enge Berührung mit einer Genossenschaft von 
jungen Männern, die, durch Fichte begeistert, sich mit grosser Selbstver- 
läugnung der Volkserziehung widmeten und im Jahre 1816 die Caxersche 
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Erziehungs- Anstalt in Berlin gründeten. In dieser Anstalt fing Magnus an 
während seiner Freistunden mathematischen Unterricht zu ertheilen, in welchem 
sich eigene Klarheit und Begabung für das Lehren in gleichem Masse be- 
kundeten. Zugleich folgte er eifrig der Entwicklung der Wissenschaft und. 
indem er in den ausgezeichneten Leistungen des damals einzigen mathemali- 
schen Journals von @ergonne eine lebhafte Anregung fand, begann er sich 
in selbstständigen Arbeiten zu versuchen. wovon ein Aufsatz vom Jahr 1820: 
Solution d’un probleme de geomelrie par M. M....s in den Gergonne'schen 
Annalen tome 11 und zwei schöne Abhandlungen vom Jahr 1825: Theoremes 
sur Uhyperboloide a une nappe, sur le cone du second ordre et sur les co- 
niques spheriques und Demonstration de quelques theoremes sur les enveloppes *) 
in denselben Annalen tome 16 Zeugniss geben. 

Bei der im Jahre 1526 erfolgenden Verlegung der Cauerschen Anstalt 
von Berlin nach Charlottenburg trat Magnus in aller Form in das Lehrer- 
Colleeium der Anstalt ein und fand auf diese Weise endlich die gewünschte 
(relegenheit. seine kaufmännische Beschäftigung gänzlich aufzugeben. Die 
acht Jahre. während welcher er in dieser Stellung blieb, sind die einzigen 
seines Lebens gewesen, die ihm eine ungestörte wissenschaftliche Thätigkeit 
vestattelen. Er konnte nun umfassendere und zusammenhangende Unter- 
suchungen anstellen und legte die Früchte seiner Studien theils in einzelnen 
Abhandlungen in diesem Journal nieder, theils in seiner bekannten und ver- 
breiteten „Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analytischen 
Geometrie“. Diese Schrift. von welcher der erste Theil. die Geometrie der 
Ebene umfassend. 1835 erschien und welche später Veranlassung gab, dass 
die philosophische Facultät der Universität Bonn Magnus zu ihrem Ehrendoctor 
ernannte, ist ein Werk, welches, über den einfachen Titel einer Aufgaben- 
sammlung weit hinausgehend, auch werthvolle eigene Arbeiten enthält und in 
welchem die Darstellung der Lehre von den geometrischen Verwandischaften 
besonders hervorzuheben ist. — Die beiden letzten Jahre dieses Lebensab- 


schnitts brachten überdies für Magnus die Beiriedigung mit sich, dass er mit 








) Diese Abhandlung zog die Aufmerksamkeit Jacobis auf sich, der damals 
eben seine Doctor-Dissertation de fractionibus simplieibus herausgegeben und als 
Docent der Mathematik in Königsberg seine Laufbahn begonnen hatte; es existirt 
von ihm ein bis jetzt ungedruckt gebliebener Aufsatz, worin er, die Methoden der 
Variationsrechnung zu Hülte nehmend, die Magnusschen Ergebnisse und eben dahin 
eehörende von Carl Dupin in dessen applications de geometrie etc. bekannt gemachte 
zu grosser Allgemeinheit erweitert. B. 
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einem in demselben Bereich der analytischen Geometrie erfolgreich arbeitenden 
Mathematiker, dem in den Jahren 1833 und 34 hier lebenden Professor Plücker 
in persönlichen wissenschaftlichen Verkehr treten konnte. 

Aber schon 1534 endete für Magnus seine bisherige eünstige Lage. 
In diesem Jahre starb plötzlich sein Freund Caxer und mit diesem Tode traten 
so wesentliche Veränderungen in der Organisation der Erziehungsanstalt ein. 
dass Magnus sich nach einem anderen Wirkungskreise umsah. Es war natür- 
lich zu wünschen, ihn in seiner wissenschaftlichen Laufbahn fortwirken zu 
sehen, auch wurde ihm eine Stellung an einem öffentlichen . Institut in 
Aussicht gestellt. um welche er jedoch nicht glaubte sich bewerben zu 
sollen. In seimer bis an Schüchternheit grenzenden Bescheidenheit besass er 
nicht die Gabe. seine Leistungen zu äusserer Geltune zu bringen. Auch 
setzle er in seine körperliche Kraft das Vertrauen. dass er noch jetzt. wie in 
jüngeren Jahren in der Wissenschaft etwas würde leisten können, selbst wenn 
er ihr nur seine Musse zuzuwenden im Stande wäre. — Und so trat er. ohne 
je ein Wort der Klage laut werden zu lassen. bei dem damals neuentstandenen 
Berliner Kassenverein als oberster Kassenbeamiler ein. 

Leider hatte er die Stärke seiner Gesundheit überschätzt. Die an- 
gespannlte Thäligkeit des Kassirers in einem grossen Bank - Institut erschöpfte 
ihn in hohem Grade. und er musste seine letzten Kräfte zusammenrallfen. um 
eleichzeitig von dem zweiten für die analytische Geometrie des Raumes be- 
stimmten Theil seiner „Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen ete.* auch 
nur die erste Abtheilune im Jahre 1837 erscheinen lassen zu können. Diese 
Abtheilung seines Werkes. zu welcher er die Materialien längst gesammelt 


w x 


hatte und worin wiederum auf die Darstellung der Lehre von den geometrischen 


Verwandtschaften der grösste Nachdruck gelegt wird, ist — abgesehen von 
einer kurzen Bemerkung im 26°" Bande dieses Journals — die letzte von 


Magnus veröffentlichte Arbeit. Die zweite Abtheilung des zweiten Theils. 
welche die Anwendungen der Infinitesimalrechnung auf die Geometrie des 
Raumes enthalten sollte, ist er nicht mehr im Stande gewesen erscheinen zu 
lassen. Als er nach jähriger Anstrengung im Jahre 1843 in die Lage kam. 
seine Stellung als Kassenbeamter aufgeben zu können. hatten seine Kräfte 
bereits sehr abgenommen, es kam eine Schwächung des Augenlichts hinzu. 
die es ihm unmöglich machte, die volle Musse. die ihm nun zu Theil ward. 
wissenschaftlich zu verwerthen. Er starb am 25” September 1861. 
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Ueber ein elementares Theorem der analytischen Geometrie. 


Ueber ein Attractionsproblem. 2. Ash 
Ueber die Anzahl reeller Normalen, welche von einem "Punkte an ein 
Ellipsoid gezogen werden können. 


de Jonquieres zu Paris. 


Solution de quelques questions generales concernant les courbes alge- 
briques planes. 


Kinkelin zu Bern. 


Ueber eine mit der Gammafunction verwandte Transcendente und deren 
Anwendung auf die Integralrechnung. 


Kirchhoff zu Heidelberg. 


Ueber das Gleichgewicht und die BSG eines unendlich dünnen 
elastischen Stabes. 
Ueber die Vertheilung der Electrieität auf zwei leitenden Kugeln. 


Kronecker. 


Zwei Sätze über Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten. . 

Ueber complexe Einheiten. 

Ueber eubische Gleichungen mit rationalen Coefficienten. 

Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen quadratischer Formen \ von 
negativer Determinante. 

Ueber die Gleichungen fünften Grades. 

Ueber die Bedingungen der Integrabilität. 


Küpper zu Trier. 


Demonstration de cette proposilion, que toute fonction elliptique de 
premiere espece peut @tre remplacde par deux fonctions elliptiques 
de seconde espece, et developpement d’une formule relative ä la 
rectification de l’hyperbole. 


Kummer. 


Ueber die den Gaussischen Perioden der age entsprechenden 
Congruenzwurzeln. 

Anzeige einer Schrift des Herrn Reuschle in Stuttgart. 

Ueber die Ergänzungssätze zu den allgemeinen Reciprocitätsgesetzen. . 

Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme. 


Lipschitz zu Bonn. 


Einige Sätze aus der Theorie der quadratischen Formen. 
Zur Theorie der quadratischen Formen. 
Untersuchung einer aus vier Elementen gebildeten Reihe. 


Band 


96. 


96. 
98. 


59, 


59. 


96. 
9. 


53. 
53. 
56. 


97. 
59. 
99. 


93. 
I. 
96. 
97. 


95. 
54. 
94. 


Seite 
44 — 45 
280 — 284 
135 — 137 
111 — 124 
313 — 334 
122 — 138 
285 — 313 
39 — 110 
173 — 175 
176 — 181 
188 
248 — 255 
306 — 310 
311 — 312 
89 — 93 
142 — 148 
379 
270 — 279 
189 — 250 
238 — 259 
193 — 196 
313 — 528 
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Ueber die Darstellung gewisser Functionen durch die Eulersche Summen- 
formel. E27 
' o’I 1 or 
Ueber ein Integral der Differentialgleichung — - + — — -+-1=0. 


oX ' zz 0x 


Beiträge zur Theorie der Vertheilung der statischen und EONNDEN 
Electricilät in leitenden Körpern. 

Ueber die Vertheilung der statischen Electrieität in einem kreisförmig 
begrenzten Segment einer Kugelfläche. 


Lorenz zu Kopenhagen. 
Memoire sur la theorie de l’elastieit@ des corps homogenes ä clasticite 
conslanle. 
Lottner zu Lippstadt. 


Zur Theorie des Foucaultschen Pendelversuches. 
Ueber die der Einwirkung der Schwere entzogenen aber unter dem Ein- 
fluss der Erdbewegung rotirenden Körper. Theorie des Foucault- 
schen Gyroscops. 
Luther zu Königsberg. 
Ableitung der in dem Aufsatze „Jacobi, solution nouvelle ete., Bd. 53, 
p. 335 — 341“ vorkommenden Formeln. 
Emile Mathieu zu Paris. 


Sur une formule relative ä la theorie des nombres. 


Mehler zu Fraustadt. 


Ueber die Anziehung einer mit Masse belegten abwickelbaren Fläche 
auf einen materiellen Punkt. 

Ueber die Anziehung einer von zwei ähnlichen Flächen zweiten Grades 
begrenzten Schale. 


Menabrea zu Turin. 


Exposition d’une theorie generale propre ä exprimer les lois des divers 
ordres de phenomenes qui dependent d’&quations lineaires aux dif- 
ferences partielles, tels que ceux des vibratlions et de la pro- 
pagations de la chaleur. 


C. O0. Meyer zu Königsberg. 


Ueber rationale Verbindungen der elliptischen Transcendenten. 


OÖ. E. Meyer. 
Ueber die Reibung der Flüssigkeiten. . 





90. 


60. 


98. 


60. 


54. 


96. 


99. 
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Seite 
11 — 26 
189 — 196 
1 53 
152 — 173 
329 — 351 
52 58 
197 — 226 
342 — 365 
351 — 356 
240 — 248 
321 — 342 
170 — 180 
314 — 325 
229 — 303 


A 
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Minding zu Dorpat. 


Ueber die Transformaltionen, welche in der Variationsrechnung zur 


Nachweisung grösster oder kleinster Werthe dienen. 





Möbius zu Leipzig. 


l[eber eine neue Verwandtschaft zwischen ebenen Figuren. 


Ueber eine Methode um von Relationen, welche der Longimetrie : an- 


gehören, zu entsprechenden Sätzen der Planimetrie zu "gelangen. 


Natani. 


Ueber totale und partielle Differentialgleichungen. . 


C. Neumann zu Halle. 


De problemate quodam mechanico, quod ad primam integralium ultra- 
elliplicorum classem revocalur. 

Zur Theorie der Elasticität. 

Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 


o’D de (D 
en Äh 


0x” oy’ 


Oettinger zu Freiburg im Breisgau. 


Einige neue Sätze aus der Lehre von den Combinationen. 
Zwei Sätze über das grösste Product aus Zahlen von gegebener Summe. 
Ueber die richtige Werthbestimmung der Constante des Integrallogarithmus. 


Reiss zu Frankfurt am Main. 


Beiträge zur Theorie des Solitair - Spiels. . 
U eber eine Steinersche combinatorische Aufgabe, welche ii im 45sten Bande, 
Seite 181 gestellt worden ist. 


Riemann zu Göttingen. 


Allgemeine Voraussetzungen und Hülfsmittel für die Untersuchung von 
Functionen unbeschränkt veränderlicher Grössen. 

Lehrsätze aus der Analysis situs für die Theorie der Integrale ' von 
zweigliedrigen vollständigen Differentialen. 

Bestimmung einer Function einer veränderlichen complexen Grösse durch 
Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. 

Theorie der Abelschen Functionen. 


Röthig. 


Ueber einige Gattungen elliptischer Integrale. 
Das Potential eines homogenen rechtwinkligen Parallelepipedums. 


Sabinine zu Moskau. 


Demonstration d’une formule de M. Ostrogradsky relative au calcul des 
varialions des integrales multiples. . 


Band 


99. 
I. 
60. 


56. 
58. 


99. 









Seite 


300 — 309 





218 — 228 
229 — 242 
301 — 328 

46 — 63 
281 — 318 
335 — 366 
322 — 334 

90 — 92 
375 — 376 
344 — 380 
326 — 344 
101 — 104 
105 — 110 
111 — 114 
115 — 155 
197 — 203 
249 — 258 
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Scheibner zu Leipzig. 
Ueber das Flächenpotential. 


Schellbach. 


Zur Theorie des Additionstheorems der elliptischen Integrale. 
Ueber die Bewegung eines Punktes auf der Oberfläche eines Ellipsoides. 


Schläffli zu Bern. 


Ueber eine symbolische Formel, die sich auf die Zusammensetzune der 
; g 


binairen quadratischen Formen bezieht. 


Schröter zu Breslau. 
Ueber die Erzeugnisse krummer projectivischer Gebilde. 
Ueber die Raumcurven dritter Klasse und dritter Ordnung. 
Ueber Modulargleichungen der elliptischen Functionen. 

Segenitz zu Eldena. 


Beiträge zur Mechanik des Pfluges. 


Siebeck zu Liegnitz. 


Ueber die graphische Darstellung imaginairer Funclionen. 


Ueber eine Gatlung von Curven vierten Grades, welche mit den ellip- 
tischen Functionen zusammenhängen. >. 
Ueber eine Galtung von Curven vierten Grades, welche mit den ellip- 


tischen Functionen zusammenhängen (Fortsetzung). 


Spitzer zu Wien. 


Integration der linearen Differentialgleichung: 
(q, Fr b,x)y" 23 (a, u b,x)y' + (a, br) FE 0. 

Note über die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. 

d”y 


Ueber die Integration der Differentialgleichung x” 
dc" 


— ty durch be- 


stimmte Integrale. 


Spottiswoode zu London. 


Elementary Theorems relaling to determinanls.. 
The same continued and ended. 
Sur quelques formules gencrales dans le caleul des operalions. 


Staud zu Erlangen. 


Ueber einige geometrische Sätze. 


Steichen zu Brüssel. 


Examen de quelques difficultes de la mecanique physique. 
Suite du memoire precedent. 


Band 


>4. 


56. 


>. 
51. 
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Seite 

17T— Si 
59 -— 67 
381 — 387 
170 — 174 
31 47 
27 
318 — 379 
152 — 174 


359 — 370 
173 — 184 
280 — 282 
78 — 80 
82 — 87 
209 — 271 
328 — 381 
367 — 381 
88— 89 
272 — 307 
309 — 327 
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Steiner. 
Band Seite 
Ueber die Flächen dritten Grades. . . . +99. 133 — 141 
eber eine besondere Curve dritter Klasse (und vierten Grades). . 53. 231 — 237 
Vermischte Sätze und Aufgaben. . . . 2. 2 2 2 2 2 2 22. 55. 356-378 


Stern zu Göttingen. 


Zur Theorie der periodischen Kettenbrüche.. . . : 2 2 2 2.2...53. 1 — 102 
Ueber eine zahlentheorelische Function. . . . 2 2 2 2 222.55. 193 — 220 


Ueber einige Eigenschaften der Function Ex. . . » . 2 2.2..2..59. 146-162 





Tcehebichev zu Petersburg. 
Sur une formule d’Analyse. . . » » 2 2 2 22m. nn. 53. 286 


Ungenannt. 
Zur Lebensgeschichte des Mathematikers Ludwig Immanuel Magnus. . 60. 379 — 381 


W eierstrass. 


Ueber die Theorie der analytischen Facultäten. . . .» 2 2.2... 51. 1— 60 
Theorie der Abelschen Functionen. . . 2 2 2 2 m 2 2 2... 52 285 —380 


Weiler zu Manheim. 


Integration der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 


zwei, drei, vier und mehr Veränderlichen. . . . » 2 2..2..2..51. 105 — 207 
Berichtigung zu Seite 199, Band 51. . . . . . . 51. 308 
Eine Bemerkung über Integration linearer Differentialgleichungen. . ...9. 274 — 276 

Weingarten. 
Ueber eine Klasse auf einander abwickelbarer Flächen. . . . . . . 59. 382 — 393 
Wöpke. 

Proprietes generales des courbes algebriques et Iheoremes sur les co- 

niques homothetiques. u Er . 93. 260 — 265 
Proprielös d’un systeme de courbes ılgöbriques ayant en commun un 

certain nombre de points. . . ....94 274 — 279 
Propriet@s de cerlains systemes de surfaces du second ordre. 20.94. 285 —291 


Zech zu Stuttgart. 


Die Eigenschaften der Wellenfläche der VEN Krystalle mittelst 

der höheren Geometrie abgeleitet... . . . nn. 92. 243 — 253 
Die Krümmungslinien der Wellenfläche zweiaxiger Krystalle. 20.0.0994 72— 76 
Die Krümmungslinien der Wellenfläche zweiaxiger Krystalle, Zusatz zu 

ET rn er Fa 











